TS-DS n°3-Le 17 Novembre 2015

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront de facon importante dans 'appréciation des copies.

Exercice 1 : (environ 9 points)
3 _

x° =1
On note f la fonction f : x — ———— et € sa courbe représentative dans un repere.

(x+1)
1. f(x) existe © (x+1)° #0 & x # —1 donc Dy = R\{-1} =|] —00; =1 [U] — I;+oo] |
3 3
. o X | . Lo X B
2. xl—lgloof(x) - xl—l-I-il—loo 2 xl—1>r-lr-loox_ et xllrpmf(x) N xl—lgloo x2 xl—l-I—noox_
lirnlxs—l =-2deplus lim 1(x+ 1D?=0"et lim 1(x+ 1)>=0" car pourtout xeR: (x+1)> =0
X—- X = - X = -
x<-1 x>-1
Onadonc:| lim 1f()c) = lim 1f(x) =-00
X — = X — =
x>-1 x<-1
3. Onnote (D) la droite d’équation y = x — 2
x-1 B-1-x-2)(*+2x+1) B-1-xP-2x>-x+2x>+4x+2 3x+1
(a) Pourtout xf, f(x)—(x—2) = -(x-2)= = =

(x+1)2 (x+1)2 (x+1)2 T (x+1)2

1
(b) Sur]—oo;—1[U _§; +oo|, € est au-dessus de (D).

1
-1;- 3 [, 6 est en-dessous de (D) et Sur

. . 3x+1 . 3x . 3
(¢ lim [f(x)—(x-2)]= lim = lim — = lim — =0.Donc €y se rapproche de (D) en *oo.
X—+00 x—zoo (x + 1)2 X—+00 X X—+00 X

4. f estune fonction rationnelle donc dérivable sur son domaine de définition et
3x%(x*+2x+1) - (* —DRx+2)  3x'+6x> +3x% —2x"—2x3 +2x+2  x"+4x% +3x%+2x+2

!
X) = =
fix) (x+1)* (x+1)* (x+1)*
X+ 1) (x3+3x%2+2
0r(x+1)(x3+3x2+2):x4+3x3+2x+x3+3x2+2:x4+4x3+3x2+2x+2d0ncf’(x):( )(( T )
X
5. Onnote g: x— x> +3x2+2
(a) g estune fonction polynéme donc définie et dérivable sur R et g’(x) = 3x* + 6x = 3x(x + 2)
b —00 -2 0 +00
3x - | - 0 +
x+2 - 0 + |+
g x) + 0 - 0 +
6 +00
g / N\ /!
—00 2
(b) 0¢ g(—2;+o00[) =]2;+00[ par contre g est continue et strictement monotone sur ]—oo; —2[ et 0 € g (]—oo; —2[) = ]—o0; 6[ donc

d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intérmédiaires, g(x) = 0 admet une unique solution « sur R.
de plus g(—4) =-14etg(-3)=2donc-4<a<-3

(c) Avec une calculatrice on obtient: —3,1959 < a < —3,1958 donc a ~ —3,196

(d) Tableau des signes de g(x) :

x | —o0 a +00
gx) | - 0 +
6. Déterminer le tableau des variations de f

X —00 a -1 +00

g(x) - 0 + | +

x+1 - | - 0 +

f'x) + 0 - I +
fla) 1 +00

f / N\ I /

—00 —o0||—o0




Exercice 2 : (environ 3 points)
x? Si  Xx€]—o00;0[
Onnote f:x—< 0 si x=0

x| si  x€]0;+o0]

1. f est continue sur ] —oo;0[ et ]0; +oo[ comme fonctions usuelles continues sur ces intervalles.
De plus lim0 =0°=0et f(0)=0et limO =10/ = 0 donc f est continue aussi en 0 donc f est continue sur R
X — X —

x<0 x>0
_ 2
2. Onnoteh<0:w:h—:het lim =0
h h h}—»oo
0+h)—f(0 h
Onnoteh>O:W:%:let}}im 1=1

h>0

Donc la fonction f n’est pas dérivable en 0. Par contre elle est dérivable pour tout x € R*.

3. Lacourbe représentative de f dans un repére orthonormé.

Exercice 3 : (environ 4 points)
Onnote P(z) = 2> +2(vV2 - 1)z* +4(1 - V2)z -8

1. P(2) =0 et en développant on obteint P(z) = (z—2)(z> +2V2z +4)

2. A=-8=(i2v2)?, doncz; = —V2+ivV2etzy=—V2—-iV2

Donc‘ S={-V2+iV2;2;-vV2-iV2} ‘puis 21+2p= -2V2

3. A(0;2) et B(-V2;v2)
0A% = xi + yi =4etOB*= xlzg + y% =2+2=4donc OA= OB et OAB est un triangle isocele en O.
z1 V2(-1+i0) —1+i (-1+0)* -2i
% V2l -1-i 2 2

=—i

Exercice 4 : (environ 4 points)
On note pour tout n €N, f;, : x— x" + x — 1 définie sur [0; 1]

1. fn estune fonction polynome donc définie et dérivable sur R. Pour tout n €N, f; (x) = nx""1+1>0sur [0;1] donc f, est strictement
croissante sur [0;1]. f; est donc continue et strictement monotone sur [0;1] et 0 € f;,([0;1]) = [-1;1] donc d’apreés le corollaire du
théoréme des valeurs intermédiaires, f,,(x) = 0 admet une unique solution u, sur [0;1].

Pour tout n €N, f,, (1) =0 & ul = —up +1= ' = u, — 2

Pourtout neN, f11(u,) = uﬁ“ +up,—1=u;— ufl+ u,—1= —ui+2un—1 =—(u,— 1)?

Pour tout n €N, fr41(un+1) =0 et fr41(uy) <0donc frr1 (Un) < frue1(Uns1)

Frne1 (W) < frue1(Upe1) et uy €[0;1] et uyy1 €[0;1]

[n+1 étant strictement croissante sur [0; 1] alors pour tout n € N, u, < u,+1 donc la suite (1) est croissante.

A A

6. Lasuite (1) est croissante et majorée par 1 donc elle converge vers un réel ¢ € [0;1]



