Correction DS n°5

Exercice 1 (environ 6 points)

Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]0; +oo[ par :
1+Inx

fx)=

%2

1. a. limol +Ilnx=-ocoet limox2 =0% donc par quotient limof(x) =—o00
X — X — X —

x>0 x>0 x>0

1 Inx
b. Pour tout x €]0; +ool, f(x) = — + —-
x?  x

. 1 . . Inx B
lim — =0etpar croissance comparée lim —- =0doncparsomme| lim f(x)=0
x—+00 x2 x—+o0 x2 x—-+00

c. Ladroite d’équation x = 0 est une asymptote verticale a Cy et la droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale
aCyen+oo.

2. a. f estle quotient de deux fonctions dérivables sur ]0;+oo[ et pour tout x €]0; +ool, x* # 0 donc f est dérivable sur
10; +oo[ et :

L
X U+ n0C0 g0 4nx)  1-2-2Inx  -1-2Inx

fen_ X
fe= x4 x4 x3 x3
1
b. -1-2Inx>0e -1>2lnx<-->Inxoe /2> xdoncS= ]O;e_llz[
On obtient donc le tableau des signes ci-dessous :
X ‘ 0 e712 +00
ol + o -
c. D’apres le tableau des signes précédent et les limites de la question 1 :
X ‘ 0 e71/2 +00
1
I €
e |l / N
| —o0 0
2y T2 1
f[e ) = F = 56

3. a. Sur]0;+c>o[,f(x)=0<1>1+1nx=0<1>1nx=—1<i>x=e71
donc Cy admet un point d’intersection avec I'axe des abscisses, au point A (6_1;0)

b. D’apreés les informations précédentes :

Exercice 2 : (environ 6 points)
1. f estle produit et la somme de fonctions composées dérivables sur [0; +oo[, donc f est dérivable sur [0; +oo( :

=1+ (x-1DRe*M -1=@2x-1)e** -1

flo=-1"-1=-1-1=-2, lim 2x-1)=+coet lim e**= lim e
X—+00 X—+00 X—+00

X _ . . / _
= +oo donc par produit xEer [ (x)=+00

2. f' est le produit et la somme de fonctions composées dérivables sur [0; +ool, donc f’ est dérivable sur [0; +oo( :
(x) =262 + 2x - 1)(2€*%) = 2+ (4x — 2))®* = 4xe**

3. « f est dérivable sur [0; +oo[ donc f’ est continue sur [0; +ool
« f"(x) est du signe de 4x car pour tout x € [0; +oo, ¥ >0. f' est donc strictement croissante sur [0; co[ donc strictement monotone
sur [0; +oo]
e 0€ f([0;+ool) = [~2; +ool
D’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, f'(x) = 0 admet une unique solution xq sur [0; +ool.

4. D’apres la question précédente :

X 0 X0 +00
() - 0 ¥
-2
f N\ /

[ estdécroissante sur [0; xg] et f(0) = —2 donc pour tout x € [0; xp], f(x) est négatif.



5.

f@=@2-De*-1-2=¢*-3%51,6

*0¢ f([0;x0])

« f est dérivable donc continue sur [xg; +oo[

o f est strictement monotone sur [xgp; +oo[

e 0 € f([xp; +ool)

D’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, f(x) = 0 admet une unique solution sur [0; +ool.
On obtient, a I’aide de la calculatrice : 1,19 < a < 1.20

Exercice 3 (environ 4 points)

Pour tout n € N*, on note f;, les fonctions définies sur [0; +ool par f;,(x) = x" e~

Partie A Il semble que le maximum des fonctions f;, se rapproche de 0 lorsque n tend vers +oo et que ce maximum est atteint

nx

pour la valeur 1.

Partie B Démonstration de la conjecture :

1. Pour tout n € N*, f;, est le produit de composées de fonctions dérivables sur [0; +oo[ donc f;, est dérivable sur [0; +oo]

et f1(x) = nx""le™ ¥ 4 x"(—ne” ) = nx""Le ¥ (1 - x)
Pour tout 7 € N* et tout x € [0; +oo[, nx" Le
et décroissante sur [1;+oo[. Le maximum M de f;; est donc atteint pour x = 1 et sa valeur est :

M=fy)=e"
2. lim M= lim e "= lim eV=0
n—+oo n—+oo N——00
Exercice 4 (environ 4 points)
1. Laffirmation estgvraie: 213
Ine’) 7 9 enatind 93
° 7 —_— = = - = —_—= = - =
ln[\/e )+ln(e2) 2+2 8et i3 3 6 x 8
4

2. Laffirmation est fausse :

L'équation existe si et seulement si x > 1 et x > —2 donc on travaille sur ]1; +oo[
In(x—1)—In(x+2)=In4d o x—1=4(x+2) © x=-3¢]1; 400

Laffirmation est fausse 3
[ est définie sur |—oo; — 5 U]0; +oo[ et g sur ]0; +oo[

Laffirmation est vraie :
In(1 + sin®(x))

e x — —————— est le quotient de composées de fonctions dérivables sur ]0; [ car sinx # 0 sur ]0; [ donc f est

sin? (x)
dérivable et continue sur ]0; 7[.
o lim sin%(x) = 0%
xx:OO
 In(+sin?(x) . In(d+X)
e lim = lim ———

x—0  sin®(x) x—0
x>0 X>0

=1= f(0) donc f est continue en 0 donc sur [0; [

~% > 0 donc f},(x) est du signe de x — 1 et donc fj, est croisante sur [0;1]



