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1 PREMIERE PARTIE : Convergence de la suite

1.1 Premiere méthode

11 k—(k—1) 1
> —_ = —
Q) VkZ2ona g = = T TR

1 1
de plus Vk >2onak >k —1> 0 donc k* > k(k — )>Odouﬁ§—k(l§—1)
Conelusion : Yk > 2 ona| = < — 1
onclusion : ¥k > 2on a5 < -— — &

1

b) Su=1+) 5
N 1 1 1
Or d’apres a) Vk > 2, ﬁgm_g

1

1
Donc S, <1+Z(—1_E)

1 1
1 — - =1 1l—=)]=2—-—=—<2
Or +Z( ) +< n) L
Conclusion : Vn € N* ona

n+1
€) Sne1 - Z/@ Zk2:m>0

Donc (Sn)neN est crmssante or d’apres la question précédente elle est majorée donc elle
converge et 2 est un de ses majorants.

1.2 Deuxieme méthode

a) t, — S, :—donanIEOOt -5, =0
De plus
tnt1 —tn = Spp1 — Sp + ——— SR S ———
n+l n (n+1)? n(n+1)
Orn>1ona(n+1)*>>n(n+1) donc L ! <0

(n+1)2 nn+1)
On a donc :
e lim ¢t,—5,=0
n—-+o0o .
o(S, )nen+ est strictement croissante donc (Sp)nen+ €t (tn)nen- sont adjacentes.

o(S, ) nen+ est strictement décroissante

1
b) D’apres la question précédente t19 = Sto + 1 et Sip < S < tyo
Or Sy ~ 1.549767731 et t1 ~ 1.649767731 donc | 1.549767 < S < 1.649767 |

1.3 Troisieme méthode

1
On note la fonction f : x — — définie sur R",
x

1. Etudier rapidement la fonction f.



2. Tracer Cy la courbe représentative de f dans un repere orthonormal.

3. En utilisant les résultats précédents, démontrer que :
Sy [
L e ' 1
4. On note (Sy,)n>1 la suite définie par : ¥n > 1, S,, = Z =)
k=1

(a) Montrer que S,, > 0
(b) Déduire des questions précédentes que 0 < S,, < 1 + / —dx

2n —1
n

(¢) En déduire que 0 < S,, < Démontrer que (S, )nen+ €st une suite
croissante.

(d) Que peut-on en déduire sur la convergence de S, 7

2 DEUXIEME PARTIE : Utilisation de polynémes

n

1. Si P(X) = Zaka, a, #0 et o = Zozk alors :
k=1

2.

k=0

Qp—1

01 = —

Qn

(a) Démontrons cette formule a ’aide de celle du binome de Newton :

(a+Db)" ZC” n=ppp

Soient p € N et p € R. ‘
On remarque que sin[(2p + 1)¢] = Im [e"® 2] = Im [(cos ¢ + i sin o)
On obtient, d’apres la formule du binéme de Newton :

2p+1]

2p+1
(cos @ + isin )Pt = Z C2HL cog?P M () % ™ X sin™
m=0
On applique ensuite le changement de variable m = 2k + 1 pour obtenir la partie
imaginaire et on obtient :

2 o . .
isin(2p+ 1) E Cortl cos™TI72R1 o 2RHL 5 sin®H

Or i = x i* = i(—1), donc :

Vpe N VpopeRona
P
sin(2p + 1) Z Cortlcos™ 2 o x (—1)% x sin® !
k=0




(b) Soit ¢ # 0+ 2k alors sin(2p + 1) # 0

On peut donc factoriser la formule précédente par sin?? ™ o
On obtient donc :
Vp € N, Vp € R avec p # 0+ 2kw on a
P 2p—2k - k41
. ) cos © X sin ©
sin(2p + 1) = sin?*! —1)kczrt
(2p ) Spkzzo( ) 2k+1 Sin2p+190
donc
p 2p—2k
. . k ~2p+1 COS (2
sin(2p + 1) = sin* "1 Z(_l) Coer1 2pt1—2k—1
—~ sin ©
d’ou
p 2p—2k
sin(2p + 1) = sin?* o 3 (—1)FeH ¥
— sin’™"
k=0
2(p—k) 2p—2k
o \p_k _ COS ¢ cos ©
or (C’Oicm 90> - Sin2(P—k) ©  gip2p—2k ©

donc

p
sinop + 1) = s 3 (1O Cotan oy
k=0

p
3. Soit p € N* et P € R[X] tel que P(X) = (—1)*CorH X"
k=0

(a) On noteVk € [|1,p]], m = Cotan? ( b )

2p+1
Calculons P(~y) :
Si k € [|1, p|] alors i, # 0+ 2k'm donc
p

- p ke p—k
Pw) = S0 = St (Cotant (H75))

k=0 k=0 2]7

km

En utilisant la formule de la question précédente et sachant que sin®** (m
P

trouve que

sin(km
Plow) = — 0T
S1n <m>
et donc

P(y,) =0}, Vk € [|1,p]]

km ™
< <
2p+1 "~ 2p+1 7 2p+1

(b) Vk € [|1,p]|] alors 7 < kw < 7p donc 0 <

km ™

2 —|—1S 1
P p(2+—)
p

km s
donc VEk € [|1, p|] alors i1 € }O, 5[

k
E]O;g[alors sin <2p—7iil) #0

d’ou 0 <

<7r
2

On a évidemment
p+ 1

6



km 7é(/ﬁ:—i-l)w
2p+1 2p+1

T
srtictement décroissante sur |0; 5 [ alors toutes les racines de P sont distincts.

Comme VEk € [|1, p|],

et comme la fonction x — Cotan(z) est

Conclusion : P admet 1, 72, ..., Yp—1, 7p comme racines distincts avec
= Cotan® T
= w+1)

(¢) D’apres la deuxieme partie, 1) on a o1 =

Z%

donc
(2p+ 1)!
Z _ 1) Gt 312p—2)! _ (2p)! _ (2p—1)(2p) _p(2p—1)
T T e T T@2p+ 1)l 3I(2p - 2)! 2% 3 3
11(2p)!
p p kﬂ'
Or oy = =Y Cotan?
rn=3 Z otan (2p+1)
donc

S (357) -2

Ensuite Vo € } ;z [ on a

2
2 1 — si 2 1
C’otcm2g0: C(,JSQ(’O = .s;n Y _ —— — 1
sin” sin” sin”
Donc pour ¢ = o+ 1 on obtient
p
km p(2p—1)
1 Cot ) = sy )
( ) +Z otan (2p+1) P+ 3
kzl sin?
2p+1
donc
3+ —p p2p+2)  p(p+1)
3 3 3
k 1 sin?
2p+1
donc

Z”: 1 _ 2p(p+1)

k=1 sin? km 3
2p+1

4. On a toujours ¢ € }0; g[

(a) Vo E}O;g[on asing > 0
w On note f la fonction définie sur R telle que f(x) =sinz —z
f est continue et dérivable sur R et f'(z) =cosz —1<0

T
donc f est strictement décroissante sur ]0; 5 [ et comme f(0) =0

alors Vo E]O;g[on a‘O <sing < 90‘
wOn note g la fonction définie sur R\ {km, k € Z} telle que f(z) = tanx — x

7



g est continue et dérivable sur son domaine de définition et
d(x)=1+tan’z — 1 =tan’z >0

T
donc g est strictement croissante sur ]0; 5 [ et comme ¢(0) =0

7r
alorngoE]O;§[0na

Conclusion :

V@E]O;g[ona‘0<sing0<g0<tan<p‘

On sait d’apres 11 3) b) que

E}O;E

5 [ donc d’apres la question précédente

s
2p+1

0 < si < <t
o1 St S M

Or la fonction carré est strictement croissante sur [0; +oo[ donc

.o km kw2 5 km
0 < sin < < tan
2p+1 2p+1 2p+1
Or la fonction inverse est strictement décroissante sur |0; +oo[ donc

1 _ (1 2< 1
o [ kT km .o f km
tan® | o—— sin? [ ———
2p+1 2p+1

donc

p p 2 p
k 2p+1 1
2
E Cotan <2p+1) < E ( = ) < E » =
k=1 k=1 k=1 sin? [ ——
2p+1

D’aprés la question 11 3) C) on obtient donc

3 k=1 m k? 3
donc
pr—1) _@p+1)’~1 _2p(p+1)
3 2 k2 3
k=1
2 1 2 2 1 2
E—zlj%—z— > 0 donc on peut diviser 'inégalité par E_flj%_)_ pour obtenir
T T
m 219 -1 i L+ 1)
(2p<+-1) k2 2p-+— 1)? 3
donc
p(2p — 1) 2p(p + 1)m?
3(2p+1)2 " 3(2p+1)2
or ) o - i
s Jim E&lﬂ:_l____ lim 2T _ T
wthe B2p+ 17 e o
et
2 1w 2p? 2
w g P72

— lim _

n—too 3(2p+1)2  n—o+too 12p? 6
d’apres le Théoreme d’encadrement des suites ( ou Théoreme des Gendarmes ) on
obtient :



2
T
S= lim S, =—
R0 6
5. Etude de certaines suites :
1 I~ 1
Un = 274 > 72
k=1 k=1
172 2 2
Donc (uy,)n>1 est convergente et U = Z% = % donc |U = ;—4

2n+1
_Z 2/<:+1 Zkﬂ sz = Sont1 — U

or S2n+1 est une suite extralte de S donc elle est convergente

2 2 3 2 2
donc (v,,)n>1 est convergente et V = % — ;T—4 = % = % donc |V = %
2n+1 k41 n n
(—1) 1 1
[l 2 — AN — P R
Wan+1 Z 2 Z (2k)2 T Z (2k + 1)2 Un 1 Un
k=1 k=1 k=0
donc (wan41)n>1 €St convergente.
De plus
2n ( k+1 n—1 1
1 = = — - —
Wonp Z Z 2]{ + 1) Up, + Up—1
k=1 k= 0
donc (way,)n>1 est convergente.
1
L g — Wopt1 = — >0d ntl)n t décroi te.
Wa(nt1)+1 — Want1 on+2) + Gn 1 3)? onc (Wapy1)nen est décroissante
1 1

W 1) — Wap = > (0 donc (wey, )nen est croissante.

(2n+1)2  (2n+2)?
Les suites (Wap41)n>1 €t (Way,)n>1 ont la méme limite, 'une est croissante, l'autre est
décroissante et donc elles sont adjacentes

De plus wg, < w, < wy,y1 (évident par différence Ex : wsq, — w, < 0)

donc on peut conclure que (w,,)nen est convergente par le théoréeme d’encadrement

2 272 2
t = — = —— —:—d = —
et W U+V 24+8 o onc | W 12

3 TROISIEME PARTIE : Utilisation des intégrales de
Wallis

Pour tout entier n € N, on pose

jus jus

2 22 2 '
1, = / cos“" tdt, = / t“cos™tdt et K, = Jn
0 0 :

1. Calcul de Ij et Jj :
10:/2 cosotdzf:/2 1dt = [t]§ =T done Iy = T
0 0 2 2

z 372 3 3
Jo = / t? cos® tdt = / t2dt = [ } =T donc Jo = s
0 0




2. Recherche de I, en fonction de n :

3 >
(a) Tnt1 = / cos? ™V ¢t = cos®™ 1 ¢ x cos tdt
0

0
On pose v(t) = cos® ™ t et u(t) = sint.
Les deux fonctions u et v sont de classe C' sur [0; %] donc on peut appliquer la formule
d’intégration par partie, et obtenir :
: 2(n+1 2n+1 413 : .2 2
Iy = / cos?™ D tdt = [t x cos®™ 1 )¢ —i—/ (2n 4 1) sin” t cos™" tdt
0

0
donc

Iy =(2n+1) /2 (1 —cos®t) cos™ tdt = (2n + 1)L, — (2n + 1)1,y
0

donc

2 1
n—l—I

Iy + (2n+1)1,41 = (2n + 1)1, donc pour tout n € N, on a |, 11 = o on
n

(b) Montrons cette formule par récurrence :
2k)!
On note (Py) la proriété : I, = 42(—]{:3)2%

T
m (Py) est vraie car [y = —

m On suppose maintenant que (P,,) soit vraie.
m Montrons que dans ce cas (P,y1) 'est aussi :
S 2n+1.  @2n)! w2n4+1  2n)! 7(2n+1)2n+2)  (2(n+ 1))
T o427 T (2220 +2 422 A(n+1)2 4 ((n+ 1)1)2
donc (P,41) est vraie.
Par récurrence on prouve donc que :

bo |

Pour tout n € N, on a | [,, = ' g

s

2
3. In—/ cos?" tdt
0

(a) On pose u(t) = cos®t et v(t) = t.

Les deux fonctions u et v sont de classe C' sur [0; ] donc on peut appliquer la formule

bo|

d’intégration par partie, et obtenir :

s

us 2 3
I, = [tcos™ t]§ + 2n/ tsint x cos®™ ! tdt = Qn/ Fsint x cos2™ 1 tdt
0

0
2

On pose u(t) = sint x cos™ 't et v(t) = 3

Les deux fonctions u et v sont de classe C' sur [0; g] donc on peut appliquer la formule
d’intégration par partie, et obtenir :

On note que

u/'(t) = cos®™ t — (2n — 1) sin®t cos® 2t = cos® t — (2n — 1)(1 — cos® t) cos®™ 2t =
2n.cos™t — (2n — 1) cos™ ¢

donc

t? 2n — 1
I, =2n [5 sint x cos? 1 t} / nt? cos?™ t — nth cos?" 2 tdt)
0

2n — 1
doncI—Zn( 2J+n Jn1> n(2n — 1) Jo_1 —2n%J,



Conclusion :

Pour tout n € N, on a |I,, = n(2n — 1)J,_; — 2n*J,

(b) D’apres la question précédente et la III 3) b) on obtient :
2n)! 7 n@n—-1)2Mn 1) 5 (2n)!

w22 (-2 2 T ()
donc
4n<n!>2§ 4 ((n —1))2 [Kno1 — K,

2(2n)! :
m on obtient :
n — 1)NH? |
KoK — 4"((n— 1)1 " (2n)! = 17 T
2(2n)! An(n!)22  2n22  4n?

En divisant par

donc

Pour tout n€ N,ona|K,_1 — K, = —

(c) D’apres la question précédente :

%ZEZZ}H=Z<K;€_1—K,€)=KO—KH

k=1 k=1 k=1
or Ky = Jy donc on obtient la relation :

Ry |
12 h K
k=1

4. Encadrement de J,, et K,
T
(a) La fonction sinus sur [O; E} est concave donc sa courbe est au-dessus de la corde

7
d’extrémités les points d’abscisse 0 et 5

T ) 2 T .
donc Vx € [O; 5} on asinx > —x@asmex
T

™

(b) J, = /2 t% cos®™ tdt
0

T
m 12 cos?t > 0et 0 < 5 donc pour tout n € Non a J, > 0

T
m De plus pour tout ¢ € [O; 5] la fonction carré est croissante donc d’apres la question

™ .
précédente on a 2 < T sin’t

donc _
™ [z 2 2
Jng—/ sin“t x cos“™ tdt
4 Jo
donc i
T 2 2 2
Ip < Z/ (1 — cos“t) cos™ tdt
0
donc - ,
3 3
J, < 7T—/ cos® tdt — 7T—/ cos?" ) ¢t
4 Jo 4 Jo
dOIlC 2 2 2 2 1 2
JnSﬂ-_In_ﬂ-_In—i-l:Tr_ _L n — i In
4 4 4 2(n+1) 8(n+1
Conclusion :

11



Pour tout n € Nona|0 < J, <

"= 8(n+1)

w2,

47 (nl)? 4n(n)? w21
De plus K,, = (n) Jp < (n)” _mL,
(2n)! (2n)! 8(n+1)
(@)
or In 4”(n!)2§
don

4n(nl)? 72 2n)!
!

K, < T
— (2n)! 8(n+1)4n(n!)22
Conclusion :
3
Pour tout n€ Nona |0 < K, <
16(n+1)
3
(c) D’apres la question précédente, on obtient : —m <-K,<0
or d’apres la question III 3) ¢) on a — Z i =Jy—
donc
s Tem 1
o < @<k
16(n+1) = 44k
donc
4 s - 1 24y
r\7" 16(n+1) _k:1k2_7ro

b Jim  —
n—>+oo7]'

2
> — JO

donc d’apres le théoréme d’encadrement des suites ( ou théoreme des Gendarmes ) on

obtient :
"1 w2

4 QUATRIEME PARTIE : Noyau de Dirichlet

1. On note = # 0 + 2k7 alors sin f # 0.

2D,( _1—|—2Zcos kx) —1+Zcos (kx) iCOS(]W):
k=1

n

Z cos(kx)

:m(

k=—n
fone (red)e  gmilerd)e _ gilerd)
1= i(2n+1)x —inz i(nts3 )z nts)z _ int;)z
2Dn<x) =R eimxe—- =R. - 6& X ‘ iz e‘z
1 —e= ez e 'z — '3
donc

12

n

2.

k=—n

6ikr>



—inz o Gi(nt3)e 0jgin (2L) 4 sin (2L
2D, (z) =R, ¢ .i X ( = ) = ( = )
el2 27 sin 5 sin 5
Conclusion :
n 1
S —
] m(n 5 T
sin —
2

2. Pour tout n > 1, on note L,, = / xD,(x)dz
0

(a) On note K :/ x cos(kx)dx
0

1
—sin(kz)

On pose u(z) = x et v(x) = ’

Les deux fonctions u et v sont de classe C* sur [0; 7] donc on peut appliquer la formule

d’intégration par partie, et obtenir :
s

K = [ sin(he)ly - /0 %sin(k;x)dx _ —%[_lcos(kx)}g

donc . ) . )
K=—|(—=(-1)"+-)==(-1)"-1

GG ) BTG
Conclusion :

k

/ x cos(kx)dx
0

1
(=D - 1)

Ln:/ an(x)dx:/ x
0 0

donc .
/ Tdw + / x Z cos(kx)dr =
0 2 0 k=1

Ly

2

1 n
3 + ; cos(k;x)] dx

1 ™ n ™
/ xdx + Z/ x cos(kx)dx
0 = /o

N 1
or d’apres la question précédente /0 xcos(kx)dr = ﬁ((—l)k —1)

donc
1 [22]" "1 w2 -
L,=-|— —((-1)r=1)= — —
5], r o m ey o= -
k=1 k=1
Conclusion :
72 "1
L = — — _
" 4 k2
k=1

3. On note f la fonction définie sur [0; 7] par :

fl@) = —z
sin (5)

w £ est continue sur [0; 7] m f est dérivable sur |0; 7] et f'(x) =

w En 0, on a :

13
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h—2 sin(%)

) -50) w2 (. h-2sin(l)  h-2(5 - o)
" " " wein(3) b (5= o)
donc
f(R)y—f£(0)  L4od®  L4oh) [k B2
e BEA-Btoh]) 1-Lto(hd) (E”(’”) (”ﬂ“(h))
donc
F) = JO0) _ b

h 12
donc f'(0) esxiste et vaut 0.

w Montrons que f’ est continue en 0 :

En 0, on a:

) g—%m(ﬁ)-g(u%w(ﬁ)) ) g_gﬂ@g)
. (5 — % +o(a?)) ot o(a?)
onc

, _z—l—o(a:)_x

f(i'f)—iJr—O(l)—g"'O(iﬂ)

d’ou : lir% f'(z) =0= f'(0) donc f’ est continue en 0.
n—
s d’autre part, [’ est continue sur ]0; 7] comme somme et produit de fonctions continues sur

]0; 7] donc | f est de classe C' sur [0; 7]

. Soit ¢ : [0; 7] — R une fonction de classe C* sur [0; 7).
¢ et x +— sin(\z) sont toutes les deux de classe C* sur [0; 7]
On peut appliquer la formule d’intégration par partie, et obtenir :

/0 " o) sin(\a)d = {—‘ﬁ&x) cos(A:c)K + /0 ' ‘b'(;) cos(\z)dz

donc

/0 " b sin(\a)da

= ‘—@ COS()\’/T) — @ + /07r @COS()\Z‘)C&Z‘

Or ¢’ est continue sur le compact [0; 7] donc elle atteint ses bornes et il existe N dans R tel

que N = wit[gzr]qﬁl(x) .
On a donc
/07T é(z) sin(Az)dx| < ‘gb(/\ﬁ) cos(Am) + @‘ + N /O7r COS(jx))dx‘
donc
/07r ¢(r) sin(A\x)dx| < ‘qﬁ()\w) cos(Am) + @‘ N {Smii\x)] i
donc
/07r o(x) sin(Ax)dx| < ‘@ cos(Am) + @' + N sin)(\im)
Or |cos(Am)| < 1 et [sin(An)] < 1
donc
/07T o(z) sin(Ax)dx| < '@ + @‘ + N %

14



or

¢(m) | ¢(0)
[l 2 - 7 — 7 —
/\1—1>I-Poo A + A 0
i )\1—1}1100 ﬁ
donc
lim
A—4o00

/0 " () sin(Ax)dz =

0

5. On sait que L,, = / xD,(z)dx et Dn(x) = =
0

5 Sm((mg) )

(a) On a donc

Ln:/”1 T
0

2 sin (—

x
On sait que la fonction f(x

SlIl <

On peut donc appliquer la formule du
On obtient donc

X

2

est de classe C' sur [0; 7] d’apres la question 3).

)

4) avec ¢p(x) = f(x) et A = n+%

lim L, =0
n—-+00
(b) On utilise la question IV 2) b) et II 5)
, 2 , "1 _ L (-1)F w2
Owa I Lo="T -t prln ) m=-5-W
x? B
or hr_{l Ln:OdoncS:Z—W
Cherchons W en fonction de S. | )
D’apres la question I 5) on a U = 45 W=V-U= (S—U)—U:S—ZUZES
72 2n? 2
donc—S—ZdonCS—gz—E
2
T
S=—
6

5 CINQUIEME PARTIE : Une somme double

1. On note N un entier tel que N > 1

1
(a) La fonction z — — est strictement décroissante sur |0; +oof

Xz

On a donc
1
—dr < - <

n+1 1 1
Vn > 1,/ —dx

/n
x o1 T

donc en sommant de 2 a N on obtient

3

N
1
—dx

IA



En calculant les intégrales, on obtient
In(N+1)—In2<Hy—-1<InNdoncln(N+1)+1-In2<Hy<1+InN
or 1 —In2~0.3069 > 0 donc In(1+ N) <In(N+1)+1—1In2

donc [In(N +1) < Hy <1+ 1In(N)

In(N +1 H 1+ In(N
(b) D’apres la question précédente, si N # 0 on a n(V+ 1) << + In(N)

N N — N
. In(N+1)
] — 2 =0
1+ In(NV
] — = 2 =0
. L. . Hy
donc d’apres le théoreme d’encadrement, on a| lim —— =0
N—+oo N
Y1
(¢) Pour tout M > 2 on applique la transformation d’Abel a —_
mm
m=1
donc y Vi
11 1 1 1 — 1 1
S S (Hy, —Hy, )=1—-H +—H H, (=~ - ——
3 i = X e ) = T S e Y H ()
donc
Y1 Hy . %:1 (] 1
~m? M o~ "\m m+1
1 1 1
or [ —— =
m  m+1 m(m + 1)
donc
i”: L _Hy — H,
- ==
— M e~ m(m + 1)
M-1
H,, Hy Hy
d) C —— =Sy - — 1 — =0
(d) Comme = m(m+1) M TN
M-1
Hy, :
et que Sy converge alors ———— converge aussi
= m(m+1)

2. On note m un entier tel que m > 2

(a) On remarque que
Comme m > 2 alors n +m — 1 # 0 et comme n # 0 alors on a

1 1 (1 1
nn+m—-1 m—-1\n n+m-1

donc v N

1 1 1 1 1 1
Z m: —_— _— _= I
. ;m—1<n n+m—1) m—lnzjl(n n+m—1>
donc
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n+m-—1

n=1

N N
1 1 1
ZNm = p— (nz:l -~ Z —) et en posant dans la deuxieme somme
k =n -+ m — 1 on obtient

N N4m—1
1 1 1
N = —— E - il
N, m—l(n n — k:)

Il y a deux cas possibles :
- Sim < N alors

BTl 8

n=N+1
- Si o, > N alors

-1y 1 Nm=1 4
fn= s (z—— S (e 3y
n= N+1 n=m n=N-+1
Conclusion : Pour tout entier m > 2 on a :

1 Nimet g
Inm = ——— | Hypy — -
N, m—l( ! Z n)

n=N+1
N+m1 N+m—1 1 1 m—1
b) O 0< < (N —1-N-1+1 <
(b) Ona Z NS Wm N TS VI
neNe1 "V nEN
I m—1
or lim —— =
N—+oo N + 1
Donc N )
+m
1 1 H,,_
li Inm = li — | Hyppot — — | =
i, 2 fooom_1< p> ) mo1
n=M+1
donc
Hmfl
li INm =
N—lg-loo i m—1

3. Etude de la somme double :

(a) Pour tout entier N > 1 et tout entier M > 2on a

Anam Z;mnn—i-m—l a Z n+m—1)

m=1 n:l

donc . N .
1 1 ZNm
Anm - — —_—-m-m— -
’ Z m Z n(n+m—1) m
m=1 n=1 m=1
donc y N .
ZNa ZNm 1 ZNm
Anm p— : — 2 = J— P
P PR VA P
Conclusion

N M ] NopoM g
szn(n+m—1)zzﬁ+nlz:27’

n=1m=1 n=1

(b) Calculons la limite de la relation précédente lorsque N tend vers +oo
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b ]im =
N—+oco — ’[’L2 6

M M lim Zy, M
. ZN,m N—>+oo m Hm 1
> ]im 7 = g = E
N—+oo m m(m—1)

m=2 m=2 m=2
N M N

1 1
donc lim Z Z 7 existe et vaut lim — + lim
mn(n

N—+0o0 +m — ) N—+oc0 1 n?

n=

Conclusion :

N M - I
I SR _m
NiIJrrlooZZmnn—i—m—l) 6+Nir£oon;m(m+1)

or d’apres la question V 1) d) on a lim — = —

donc

1 @ 7
I I S
Neoo N—lg-loo;mzl mn(n—i—m—l)) 6 * 6 3

Conclusion :

n=1 m=1

N M 1
li li =
i, (fooo 2 2 1>)

7.(.2

3

6 SIXIEME PARTIE : La fonction Dilogarithme

1. La fonction z +— est continue sur [—1;0[U]0; 1]

In(1 —¢)
t

De plus :

In(1—1¢) ~ -t donc

In(1 —¢

In(1 —1t)
— 1

donc — est prolongeable par continuité en 0 donc elle est intégrable sur [—1; 1]

2. f(¢) o~ In(1 —t), or In(1 — ¢) est intégrable sur [o0; 1] donc Li(1) existe et lim Li(x) = Li(1)

3. Développement de Li(x) en série entiére :

—+00
1 n
=2
— X
n=0

400 +o00
1

(a) Pour tout z €] —1;1[ on a .

donc — i nz:;x” et donc en intégrant In(1 — z) = — ;
In(l —z o gt
On obtient donc que (1 —z) = —
t n=1 n

r—1




donc

z +00 tn 1
Li(z) = —/ dt /
0

Puisque z €] — 1; 1[ alors la convergence de la série entiere est normale donc
uniformement convergente et on peut donc intervertir somme et intégrale, pour obtenir

-3 [a-S -3

0 n=1
donc
+oo 4
x
Li(z) =) —
=32
n=1
+oo
La série entiere Z s est uniformement convergente sur | — 1, 1[ et Li(z) est
-1
’ =1 72
prolongeable par continuité en 1 donc Li(1) = R
n=1 n
donc
2
7r
Li(1) = —
m="

4. Etude de Li(z)+Li(1 — ) :

(a)

. On applique la formule précédente pour x =

o

On applique la formule suivante :

ar+b
Si f(x) = /0 g(t)dt alors f'(x) = ag(ax + b)

In(1 — 1
On obtient donc pour tout z €]0; 1] que (Li(z))" = -2 et (Li(1 —x2)) = 1n(x)
T —x

Conclusion :

In(z) In(l-—=x)

1l—=x T

(Li(x)+Li(1 — x))'=

x) et v(x)

In(1 — =In
"(z)v(x) + ulx)v' ()
= —In )

Si on pose u(z) = (x) alors on a

Li(x) + Li(1 — x)

u

donc Li(x)+Li(1 — ) (1 —z)ln(z)+ A

De plus In(1 — z) In(z) ~ —zIn(x) donc ilir(l] In(l1 —z)In(z) =0
donc )

limLi(2)+Li(1 — 2) = A done A =Li(1) = %

Conclusion

Vz €]0; 1], Li(z)+Li(l —z) = %2 —In(1 — z)In(x)

1
5 en sachant que

=1 1
Z) = Lil1=2) =Lil =
2) ;27% et que 1( ) (2)

donc
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< 2nn? 12 2

S 1w W)

6. Etude de Li(z)+Li(—z) :

(a) Pour tout z €] — 1;1[ on a (Li(z)+Li(—x)) = _ln(l — ) + In(1 + ) _ _ln(l — 7)

or Li(0)+Li(-0) = 0 donc v — x
Li(x)+Li(—z) = — / In(1 - #9)

0 t

dt

1
On applique le changement de variable u = * (dt = 5—) alors

Li(z)+Li(—z) = — /f’f lmdu = %Li(xQ)

0 2 U
Conclusion

Li(z)+Li(—z) = %Li(ﬁ)

1
(b) D’apres la formule précédente : Li(1)+Li(—1) = §Li(1)
done Ti(—1) = —1Li(1) = ”2
onc Li(— = —5Li(l) = -1
donc

7. Etude de A(x) :Li(m)—Li(—x)—l—Li(i 4__ z>‘Li<f —l_— ;)
(@) = (Li(r)y= 2020
In(1 + )

TS (Ll(_x))’: —
T
!
w (L 1—=z _ 2 In 2z
1+ 1—22 14+
!
w (1i( = 1 _ 2 n 2
14+ 1—22 14+2x
On obtient donc

M) - 0=2) mOto) 2 ln(2x> 2 m( 2 )

x T 1 — 22 l+z) 1-—22 14+

donc . . )

oy +x
A(x)—xln(l_m)+1_x2ln(x)
donc )

1+2x 1+2x

/ o /
A'(z) = (In(x)) In (1 —w) + (ln (1 —w)) In(x)
On a donc

20



A(z) = In Gf—g In(z) + o

Pour trouver a on fait tendre 2 vers 0 et on obtient :
Li(1) = Li(—-1) = «

w2 72 372 w2
donc o« = 5 + =

. 12 12 4
Conclusion

Li(x) — Li(—x) + Li ij) _Li (f;;) :%Q—FIH sz) In(z)

On applique la formule précédente pour z = v/2 — 1

On obtient

. . [2-V2 [2-V2) o V2
L1(\/§—1)—L1(1—\/§)+Ll< 7 )—Ll( 7 ):Z—Hn(m)ln(\/ﬁ—l)
donc

Li(v2 — 1) — Li(1 — V2) + Li(v2 — 1) — Li(1 — v2) = % FIn(vV2+ 1) In(v2 - 1)

donc

2(Li(\/§—1)—Li(1—\/5)):%+ln(\/§+1)ln(\/§—1)

donc

Li(v2—1) — Li(1 — V?2) = %2 + %1n(\/§+ 1)In(v2 - 1)
donc Ji.i (\/5—_1)” - in ()" (v2-1)" = %2 + %ln(\/?—l— Din(v2-1)

2 2
n n
n=1 n=1

Dans le membre de gauche il reste que les termes d’exposants impairs, donc

f%=§+%ln(ﬁ+1)m(\/§—1)

n=0
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