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1 Arithmétique

1.1 France 2006
PARTIE A : Question de cours

1. Enoncer le théoreme de Bézout et le théoreme de Gauss.
2. Démontrer le théoréme de Gauss en utilisant le théoréme de Bézout.
PARTIE B

11 s’agit de résoudre dans Z le systeme (.5) : { n = 13[19]

n = 6[12]
1. Démontrer qu'’il existe un couple (u,v) d’entiers relatifs tel que 19u + 12v = 1.
(On ne demande pas dans cette question de donner un exemple d’un tel couple).
Vérifier que, pour un tel couple, le nombre N = 13 x 12v 4+ 6 x 19u est une solution de (5).

2. (a) Soit mg une solution de (), vérifier que le systeéme (S) équivaut & { Z ﬁ ZOE%
= ng
, . n=no[l9] , . s
(b) Démontrer que le systeme _ équivaut a n = np[12 x 19].
3. (a) Trouver un couple (u,v) solution de ’équation 19u + 12v = 1 et calculer la valeur de N

correspondante.
(b) Déterminer I’ensemble des solutions de (S) (on pourra utiliser la question 2b).
4. Un entier naturel n est tel que lorsqu’on le divise par 12 le reste est 6 et lorsqu’on le divise par 19 le
reste est 13.
On divise n par 228 = 12 x 19. quel est le reste r de cette division ?

1.2 Polynésie 2006

Pour chacune des cinq propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une démonstration
de la réponse choisie. Une réponse non démontrée ne rapporte aucun point.

1 Proposition 1
< pour tout entier naturel n, 3 divise le nombre 22" — 1 >>.

2 Proposition 2
< si un entier relatif = est solution de 'équation 2 4z = 0[6] alors = = 0[3].

3 Proposition 3
< Densemble des couples d’entiers relatifs (x;y) solutions de I’équation 12z — 5y = 3 est ’ensemble des
couples (4 + 10k;9 + 24k) ou k € Z >>.
4 Proposition 4
< 1l existe un seul couple (a,b) de nombres naturels, tel que a < b et PPCM (a,b) — PGCD(a,b) =1 >.
5 Deux entiers naturels M et N sont tels que M a pour écriture abc en base dix et N a pour écriture bca en
base dix.
Proposition 5
<& Si l’entier M est divisible par 27 alors 'entier M — N est aussi divisible par 27 >>.
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2 Les Similitudes

2.1 France Juin 2007

Compléter la figure tout au long de I’exercice.
Dans le plan complexe, rapporté au repeére orthonormal direct (O; u’, ¥'), on considere les points A, B et C
d’affixes respectifs —5 4 61, —7 — 2¢ et 3 — 2.
On admet que le point F', d’affixe —2 + i est le centre du cercle I' circonscrit au triangle ABC.
1. Soit H le point d’affixe —5. Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe de centre A
qui transforme le point C' en le point H.

2. (a) Etant donné des nombres complexes z et z’, on note M le point d’affixe z et M’ d’affixe z’. Soient
a et b des nombres complexes.
Soit s la transformation d’écriture complexe 2’ = aZ + b qui, au point M, associe le point M.
Déterminer a et b pour que les points A et C' soient invariants par s. Quelle est alors la nature de s 7?7
(b) En déduire affixe du point E, symétrique du point H par rapport a la droite (AC).
(c) Vérifier que le point E est un point du cercle I
3. Soit I le milieu du segment [AC].

2
Déterminer 'affixe du point G, image du point I par 'homothétie de centre B et de rapport 3
Démontrer que les points H, G et F' sont alignes.

2.2 Pondichéry 2007

1. Dans cette question, il est demandé au candidat d’exposer des connaissances.
On suppose connus les résultats suivants :

— La composée de deux similitudes planes est une similitude plane.
— La transformation réciproque d’une similitude plane est une similitude plane.
— Une similitude plane qui laisse invariants trois points non alignés du plan est I'identité du plan.

Soient A, B et C trois points non alignés du plan et s et s’ deux similitudes du plan telles que :
s(A) = §'(A), s(B) = §'(B) et s(C) = §'(C)

Montrer que s = s’
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2. Le plan complexe est rapporté au repeére orthonormal (O; w, ). La figure sera complétée au fur et &
mesure. On donne les points A d’affixe 2, EF d’affixe 1 + i, F' d’affixe 2 + i et G d’affixe 3 + 1.

(a) Calculer les longueurs des cotés des triangles OAG et OEF. En déduire que ces triangles sont
semblables.
(b) Montrer que OFF est 'image de OAG par une similitude indirecte S, en déterminant I’écriture

complexe de S.

1
(¢) Soit h I'homothétie de centre O et de rapport 7 On pose A’ = h(A) et G' = h(G), et on appelle

I le milieu de |[EA’]. On note o la symétrie orthogonale d’axe (OI). Montrer que S = o o h.

2.3 Pondichéry 2006

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal direct (O; w, ¥'). On prendra 5 cm pour unité graphique.
Soit f la transformation qui, & tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe 2’ par :

7 = 1 + L) +1
S\2 2
1. Justifier que f est une similitude directe dont on précisera le centre Q (d’affixe w), le rapport k et U'angle

0.

2. On note Ay le point O et, pour tout entier naturel n, on pose A,11 = f (Ay).

(a) Déterminer les affixes des points A1, Ay et Az puis placer les points Ag, A1, Az et As.

(b) Pour tout entier naturel n, on pose u, = QA,. Justifier que la suite (u,) est une suite géométrique

1 n
puis établir que, pour tout entier naturel n, u,, = V2 (\/5) .
(¢) A partir de quel rang ng tous les points A,, appartiennent-ils au disque de centre et de rayon 0,17
3. (a) Quelle est la nature du triangle QAgA; ?
En déduire, pour tout entier naturel n, la nature du triangle QA, A, 1.

(b) Pour tout entier naturel n, on note I, la longueur de la ligne brisée AgA;Ag,—1A,.
On a ainsi : ln = AOAl + A1A2 +...+ AnflAn-
Exprimer [,, en fonction de n. Quelle est la limite de la suite (I,,) ?

2.4 Liban 2006

Dans le plan complexe muni du repeére orthonormal direct (O; @, @), on consideére les points A d’affixe 37 et
B d’affixe 6. ( Unité graphique : 1 cm )
Partie A 1. Montrer qu’il existe une similitude directe et une seule qui transforme A en O et O en B.
Préciser ses éléments caractéristiques.
2. Montrer qu’il existe une similitude indirecte et une seule qui transforme A en O et O en B.

Partie B 1. Soit f la transformation du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z, associe le point
M’ d’affixe 2’ = —2iz + 6 ot 7 désigne le conjugué de z.

Montrer que f possede un point invariant et un seul. On note K ce point.
2. Soit h 'homothétie de centre K et de rapport %

On pose g= foh

(a) Montrer que g est une isométrie laissant invariant le point K.

(b) On désigne par M” I'image du point M d’affixe z par la transformatin g.
Montrer que I'écriture complexe de g est 2"/ = —iz + 2 4 2i ol 2 est I'affixe de M".

(c) Montrer qu’il existe sur I'axe (O; ¥’) un unique point invariant par g. On le note L.
Reconnaitre alors la transformatin g.

(d) En déduire que la transformation f est la composée d'une homothétie i’ suivie de la réflexion
d’axe (K L). Préciser les éléments caractéristiques de h'.

3. Déterminer les droites A telles que f(A) et A soient paralléles.
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3 Géométrie dans ’espace

3.1 Polynésie 2007

Dans I’espace muni d’un repére orthonormal (O; 7), 7, ?), on considére les points A(1,3,2), B(4,6,—4) et le
—
cone (T') d’axe (O, k), de sommet O et contenant le point A.

Partie A

5
1. Montrer qu’une équation de (') est 2% 4+ y* = =22

2
2. Soit (P) le plan paralléle au plan (xOy) et contenant le point B.
(a) Déterminer une équation de (P).
(b) Préciser la nature de l'intersection (C4) de (P) et de (I').
3. Soit (Q) le plan d’équation y = 3. On note (Cs) Uintersection de (T') et de (Q).
Sans justification, reconnaitre la nature de (Cs) parmi les propositions suivantes :
e deux droites paralleles.
e deux droites sécantes.
e une parabole.
e une hyperbole.

e un cercle.
Partie B
Soient x, y et z trois entiers relatifs et M le point de coordonnées (z,y, z).
Les ensembles (C1) et (Cq) sont les sections définies dans la partie A.
1. On considere I'équation (E) : 2 + y* = 40 oi1 = et y sont des entiers relatifs.
(a) Résoudre I’équation (E).
(b) En déduire 'ensemble des points de (C7) dont les coordonnées sont des entiers relatifs.

2. (a) Démontrer que si le point M de coordonnées (z,y,z) ol z, y et z désignent des entiers relatifs est

un point de (T') alors z est divisible par 2 et 22 4 3/ est divisible par 10.

&

=3

Montrer que si M est un point de (Cs),intersection de (') et de (Q), alors 22 = 1 modulo 10.
(b) q p

(¢) Résoudre, dans I’ensemble des entiers relatifs, 'équation 2 = 1 modulo 10.

(d) Déterminer un point de (C2), distinct de A, dont les coordonnées sont des entiers relatifs.

3.2 Rochambeau 2007

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal (O; u', ') (unité graphique : 1 cm).
On fera une figure que I’'on complétera tout au long de cet exercice.
Soient A, B et C' les points d’affixes respectives a =3 + 51, b= —4 4+ 2i et ¢ = 1 + 4.
Soit f la transformation du plan dans lui-méme qui, & tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe 2’
définie par 2’ = (2 — 2i)z + 1.
1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
2. (a) Déterminer l'affixe du point B’ image du point B par f.
(b) Montrer que les droites (CB’) et (C'A) sont orthogonales.
3. Soit M le point d’affixe z = = 4 iy, ou on suppose que x et y sont des entiers relatifs.
Soit M’ I'image de M par f.
Montrer que les vecteurs CTJ et C’—A sont orthogonaux si et seulement si x + 3y = 2.
4. On considere 'équation (F) : z + 3y = 2, ou x et y sont des entiers relatifs.
(a) Vérifier que le couple (—4;2) est une solution de (E).
(b) Résoudre ’équation (E).
(c) En déduire ’ensemble des points M dont les coordonnées sont des entiers appartenant a l'intervalle
[—5, 5] et tels que les vecteurs CM et CA soient orthogonaux.

Placer ces points sur la figure.
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