2007 — 2008 S DM’6 ( Etude de Net Z ) )2

Classe de Terminale S (Spé)

Exercice 1 :

On note (E) I'équation diophantienne : y* = 2 4 82? — 62 + 8.
On souhaite la résoudre dans N?

On nomme (a,b) un couple solution de (E) dans N2.

1. Pour tout (a,b) € N? :
e ¥ —(a+3)°=da®+8a%> —6a+8—a® —9a* — 27a — 27 = —a® — 33a — 19
Or (a,b) € N* donc b* — (a + 3)* < 0.
Peut-il s’annuler 7
A = (—33)% —4(—19)(—1) = 1070 > 0 donc il y a deux racines réelles distinctes :

33 + /1070 33—|— —v/1070
Q) = ——— B ¢N et a 2

donc b* — (a + 3)* <0<:>b3<(a+3) .
e (a+1P -0 =a*+3a>+3a+1—0a®—8a*>+6a—8=—5a*+9a— 7T

A = (=9)? — 4(=5)(~=7) = =59 < 0 donc le polynéme est du signe de —5 et ne s’annule pas sur R donc aussi sur

N.
Onadonc (a+1)°-b* <0 (a+1)°%<??
e Conclusion :
Pour tout (a,b) € N?, on a (a+1)® < b < (a + 3)3

2. D’aprés la question précédente : pour tout (a,b) € N?, on a (a+1)* < b® < (a +3)3
Or la fonction f: z +— 23 est strictement croissante sur R donc :
f@+1)?)<f(®)<f((a+3)®)ea+l<b<a+3
Or il existe qu’un seul entier vérifiant cet encadrement : On a donc b = a + 2

3. Résoudre (F) dans N,
D’apres les question précédente, y = 2 4+ 2 donc I'équation (F) dans N est équivalente & :
(x+2)% =24+ 822 — 61 +8
¥ 462+ 120 +8=2+822 —6r+8< 22 —18r=0c2=00uz=09.
Siz=0alorsy=2etsiz=9alors y =11.
Donc 'ensemble des solutions de (E) est : {(0;2); (9;11)}

Exercice 2 :
On note n! entier positif tel que n! =1 x 2 x 3... X n avec comme convention 0! = 1

et
n!

pi(n —p)!

1.CY=1,0;=4,C7=6,C =4et Cf =1

2. Pour tout (z,y) € R? on a (m + )t = 12t + 42y + 6222 + 4oy + 1y*
donc (z 4 y)* = Ot 4 Clady + C2ay? + Cixy® + Oyt

3. Formule de Newton :
On note x et y deux réels.

CP Tentier positif tel que CF =

On note P, la propriété : (z +y)" Z C’k kyn—k

Initialisation :
(x +y)0 =1

Z ChakyP=F = C0 x 1 x 1 =1 Donc Py est vraie.

Heredlte
On suppose que P,, est vraie.

@+y)" T =@+y" x(@+y)' = (ZCk Ry k) (z+y)

k=0
donc
n

(l__’_y)nJrl_ch k+1 n— k+ZClc k,n—k+1

=0
On pose le changement de varlable a=k+1et donc k =« — 1 dans la premiére somme.

On obtient donc :
n+1

(x_'_y)n—i-l:ZCa 1k$a n— a+1+ZCk k n—k+1 _ Cn n+1+ZCo¢ 1k,xa n— a+1+20k k n—k+1 ngn-‘rl

a=1 a=1
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Donc N
(.13 + y)77,+1 — xn+l + Z (Cs—l + Cs) xkyn—k—&-l + yn+1
k=1
Or
Ch-1 4 ok _ n! n n! _ n! (k+n—k+1)=Ck
" k= D)n—k+1D! " kln—k)!  k(n—k+1)! ol
donc :
n n+1
(.73 + y)n—i-l — :L,n-&-l + ZC§+1xkyn—k+l + yn+1 — Z C«Tli+1xkyn—k+1
k=1 k=0
donc P41
Conclusion :

Pour tout n € N on a

(@+y)" =) Chakyr*
k=0

4. Pour tout n €« Net p€ Non a:
n! n! n!
CP Pt = + =
pln=p)!  (p+D!n—p-1!  (p+1){(n—p)!
On a donc d’apres le triangle de Pascal :
(x+y)°® = 2® + 82Ty + 282°y> + 562°y° + T0z*y* + 562°y° + 282°y° + 8y +4°
(x —y)® = 2® — 82Ty + 282%9% — 562°y> + T0xy* — 5623y° + 2822y — 8xy” + ¢/

(p+1+n—p)=Crt]

Exercice 3 :

1. (a) a3 =39, as = 399 et az = 3999
b1 =19, by = 199 et by = 1999
c1 =21, co = 201 et cg = 2001.

(b) 10 =1 [3] donc a,, = 3 [3] donc a,, =0 [3].

10 =1 [3] donc ¢, = 3 [3] donc ¢, =0 [3].

(¢) V3999 = 63,24 or 3999 n’est divisible par aucun nombre premier jusqu’a 63 donc il est premier.

(d) by xcp=4x10" +2x 10" =2 x 10" — 1 =4 x 10" — 1 = ay,, On a donc
ag = bg X ¢3 = 3999 x 2001 = 3 x 23 x 29 x 3999

(e) On nomme & un diviseur commun de b,, et 2.
Si kb, et k|2 alors k|(b, 4+ 2) or b, + 2 = ¢, donc k|c — n.
On nomme k un diviseur commun de b, et c,.
Si kb, et k|c, alors k|, — b, or ¢, — b, = 2 donc k|2.
On a donc PGCD(by,c,,) = PGCD(b,,2) Si k est un diviseur de b,, et 2 alors k|(b,, — 2.10™) donc k|1.
On a donc que PGCD(b,,2) =1 et donc PGCD(by,c,,) =1

2. On considere I’équation (E) bsx + c3y = 1 d’inconnues les entiers relatifs x et y.

(a) D’apres la question précédente bs et cs sont premiers entre eux donc PGCD(bs,c3) = 1.
Donc PGCD(bs,c3) = 1 divise 1 donc ’équation admet des solutions entieres.

(b) On trouve que 1 = 1000b3 — 999¢3
(¢) On obtient donc les couples de la forme : (1000 — kcs; —999 + kbs) avec k € Z
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