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Classe de Terminale S (Spé)

Exercice : Le nombre d’or et la base d’or

1. Quelques questions préléminaires :

(a) @

2
o [1+V5) _142V5+45 6+2V5 3+V5
B 2 B 4 42
1+/5 3+/5
1 +2\/_+1: +2\/_

donc |p* = ¢ + 1

Démontrons cette égalité par récurrence :

On note (P,) la propriété : < " = F,o+ F, 1 >
Initialisation :

o' = 1o+ 1= Fip+ Fy donc (P;) est vraie.
Hérédité :

On suppose que (P,,) est vraie.

P =" xp = (Fup+ Fuot)p = B+ Foap
donc

90n+1 = (Fn+Fn—1)90+Fn:Fn+190+Fn

donc (P,41) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N,

SOn:FnQO'}_Fn—l

On sait & la question (a) que ¢* = p + 1
comme @ # 0 alors on peut alors diviser par ¢ :

On obtient donc ¢ =1+ ¢ ' donc [p ™' = — 1|,

Démontrons cette égalité par récurrence :

On note (P,) la propriété : < ¢ " = (=1)""'F,p + (=1)"F,11 >
Initialisation :

o l=1p—1=(-1)"""Fp+ (—1)'F, donc (P;) est vraie.
Hérédité :

On suppose que (P,,) est vraie.

o ) = o x o = (1) T Fp 4 (=) Fas)e T = (1) P + (1) Fot

donc

P = (D) R+ (S D) P — 1) = (1) Fuap + ()" = (1) P

donc

" = (1) Frap + ()" Fy 4 (1) gy = (—1)"Fup + (1) (F, + Fopa)

or Fn+Fn+1 :Fn+2

donc

P = (1) B + (-1) 7 Fo

donc (P,41) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N*, | o™ = (=1)" ' F,o + (=1)"F,,

D’apres les questions précédentes on a :
Pour tout n € N*,

"= (_1>n71Fn90 + (=1)"Fopa (=)" ™" = —Fup+ Fo
En additionnant les deux égalités on obtient :

"+ (D) " =F1+ Fun
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(f) En posant n = 2k dans ’égalité précédente, on obtient :

[Fopy1 + Fop_1] = @*F + o2

2. Ecriture en base phinaire.
(a) Ecriture des nombres entiers en base phinaire :
i Fo=0,Fi=1F,=1F=2 F, =3 F;=5, F;=8, F; =13, F3g =21, Fy = 34.
ii. 1 =" donc 1 en base phinaire.

iii. On sait que p? = —p+2donc2 =9 —p+2=@p+ ¢ 2
donc on obtient 10,01 en écriture phinaire.

iV. F3+F1:2+1:3
or d’apres la question 1(f) on a Fy + Fy = @ + 2
donc on obtient 100,01 en écriture phinaire.

v.34+¢"=3+1=4
donc 4 = @* + ¥ + 72
donc on obtient 101,01 en écriture phinaire.

vi. D’apres les questions préliminaires :

PP =2p+1
pl=p-1
e '=-3p+5

donc @® +p '+t =20+14+¢p—-1-3p+5=5
donc on obtient 1000,1001 en écriture phinaire.

vii. D’apres les questions préliminaires :
P+t =20+14+9—-3p+5=6
donc on obtient 1010,0001 en écriture phinaire.

or d’apres la question 1(f) on a Iy + Fy = ¢* + o *
donc on obtient 10000,0001 en écriture phinaire.

ix. Ona8=7T+1=¢"' +p 14 ¢°
donc on obtient 10001,0001 en écriture phinaire.

. 9=74+2=0"+ 0o o+ ="+ +p 2 +p*
donc on obtient 10010,0101 en écriture phinaire.

xi. [+ F;=13+5=18
or d’apres la question 1(f) on a Fy + Fy = ¢® + o °
donc on obtient 1000000,000001 en écriture phinaire.

or d’apres la question 1(f) on a Fy + Fy = ¢ + o
donc on obtient 100000000,00000001 en écriture phinaire.

(b) Passage de I’écriture phinaire a 1’écriture décimale :

a=20"4+3p"'=24+3(p—-1)=24+3p—-3=3p—1
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i, 2 =20+ +1+¢02=2p+1)+p+1—p+2

donc

x:2¢+5:2><<

2 2

donc |z = 6 + 5

i, y =30 + 20+ T+ 20 +50 2 +Tp3
donc

1 12 4+ 245
+¢3)+5:+_f:

6+5

y=3(p+1)+20+T7+2(p—1)+5(—p+2)+ 720 — 3)

donc

1 5
y:1690—3:16><< +2\/_> —3=5+8V5donc |y =5+8V5

(c) Ecriture de quelques nombres réels en base phinaire :

i. Si z =10, 1 en base phinaire alors en base décimale, on obtient :

=+ l=20-1=1+V5-1=)5

donc /5 s’écrit 10,1 en bas phinaire.
ii. 3 s’écrit 100,01 en base phinaire.

V5 s%écrit 10,1 en base phinaire.

donc 3 + /5 s’%écrit 110,11 en base phinaire.
iii. 4 s’écrit 101,01 en base phinaire.

V5 s'écrit 10,1 en base phinaire.

donc 4 + v/5 s%écrit 111,11 en base phinaire.
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