TS-Corrigé du DS n°2

Exercice 1:

Partie A
1. « Limites en +oo et —o0o:
x|4—— 4 1
£ 4x-1 x X
X) = = =
x+2 2 2
x|1+— 1+—
X x
2
Or lim 4——=4et lim 1 + — =1 donc par quotient, lirn fx)=4
X—*00 X X—*00 —+0o0
e Limitesen —2:
X —00 -2 +00 . 1 1
donc lim —— =-ocet lim —— =+o0
x+2 - 0 + x—=-2X+2 x—=-2X+2
x<-2 x>-2
or 11m24x 1 = -9 donc par produit, hm f(x) +oo et 11m2f(x) =—00
X—— X
x< 2 x>=2

2. lirp f(x) =4 doncla droite d’équation y = 4 est asymptote horizontale a € au voisinage de —oo et +oo.
X— 00
De méme, les limites en —2 de f étant infinies, la droite d’équation x = -2 est une asymptote verticale a €.

3. f estdérivable sur son domaine de définition en tant que fonction rationnelle.
pooy Ax+2)-(dx-1) 9
Fe= (x+2)2 C (x+2)2
Or pour tout x de R\ {-2}, (x + 2)2 > 0 pour tout x de R\ {—2} donc f'(x) >0

X -0 -2 +00
) + +
+00 4
f
\ / . /

Partie B
1. a. Soit P, la propriété « u, = up+; = 1»
19
« Initialisation : up =5, u; = f (up) = - =2, 7doncuy=u; =1
Py est vraie.
« Hérédité : on suppose que pour un n donné, P, est vraie.
alors uy, = up+1 = 1donc f (uy) = f (un+1) = f(1) carla fonction f est croissante sur [1; +o0o[
3
Or f (un) = Un+1, [ (Un+1) = Upsz et f(1) = 3= 1
donc U1 = Ups2 =1

P, .1 est alors vraie
 Conclusion, pourtout n€ N, u, = up+1 =1

b. Onvient de prouver que (u,) est décroissante et minorée, elle est donc convergente.

1 1 1 1
2. a. PourtoutneN, v, —v,= - = -
nrl T En Ups1—1 up—1 4un_1_1 u, -1
Up+2
1 1 Uy +2 1 Up+2-— 3 -1 1
v —Up = — = — — -
T T Uy 1= (Un+2)  up—1 3up—3 un—1 3(up—1) 3(un—1) "3
Up+2
. . . . L . 1 . 1 1
Donc la suite (v;) est bien une suite arithmétique de raison 3 et de premier terme vy = I = rk
Ug —
. 1 n
b. Pour tout nombre entier naturel n, v, = vo + nr = 1 + 3
1 1
etv, = —u,=—+=+1= +1
Uy — Un 1 n
— + —_
4 3
. n . 1 n . A
c. lim —=+00o= lim -+ — =+oodonc par quotient, hrn =0etainsi, lim =1
n—+oo 3 n—+o04 3 oo 1 + n n—+oo
4 3



3. Onsait que (u,) est une suite convergente donc il existe un réel ¢ tel que lirP up=>¢.
n—+oo
4¢0-1

Donc lim 4u,-1=4¢-1et lim u,+2=/¢+2,doncpar quotient, lim u;+} =—
n—-+oo (+2

n—+oo n—+
D’autre part, lim uy+; = lim wu,=¢
n—+oo n—+oo

4
donc, par unicité de la limite, =
+2
4¢ -1
(+2

Or =£<=>4£—1=£(€+2)<=>£2—2£+1=0<=>(£—1)2=0<=>£=1doncnlir§ Uy, =1
—+00

Exercice 2 :
2
L f(-1+iv3)=(-1+iV3) +2(-1+iv3)+9=1-2iv3-3-2+2iv3+9 =5
2
2. f()=5 > 2 +22+9=5 <= 2 +22+4=0;A=4-16=-12=— (2V3)

-2+2iV3
Donc’équation admet deux racines complexes conjuguées : % =-1+iV3et—1-iV3

3. fl@)=A = Z°+2z+9=1 < z°+2z+9-1=0
Pour que I'équation f(z) = A admette deux solutions complexes conjuguées, il faut et il suffit que le discriminant
du polynéme 2z +2z +9 — A soit strictement négatif.
A=4-409-1)=4-36+41=41-32;A<0 < 41-32<0 <= 1<8
Lensemble des valeurs de A pour lesquelles I'équation f(z) = A admet deux solutions complexes conjuguées
est I'intervalle ] — oco; 8.
4. a. f(2)= 22 +2z+9= (x+iy)2 +2(x+iy)+9= x? +Zixy—y2 +2x+2iy+9= x —y2 +2x+9+ixy+2y)
b. f(z)réel < 2xy+2y=0 < 2y(x+1)=0 < y=0oux=-1
Donc (E) estla réunion de deux droites Dy d’équation y = 0 ('axe des abscisses) et D, d’équation x = —1.

Exercice 3
z—2i B x+iy—2i B (x+iy—2i)(x—-1iy)

1. Pourtout z#0, Z = = en posant z= x+iy avec x et y réels.
? z X+iy X2+ y? p y y

Z_xz—ixy+ixy+y2—21x—2y_x2+y2—2ix—2y

- x2+y2 - x2+y2

L 2 +y?-2y
M1mag1na1repur<=>Re(z)=0<=>ﬁ=0

xXt+y

2., .2
X +y -2y 2, .2 2 2 2 2
————=0=x"+y 2y=0=x"+(y-1D)'-1=0==x"+(y-1)"=1.

22 y y (y-1 (y-1

On reconnait I'équation d’'un cercle de centre le point de coordonnées (0;1) et de rayon 1. Cependant, il faut
enlever de 'ensemble des solutions le point O puisque z # 0, donc (F) est un cercle privé de I'origine.

La proposition 1 est fausse.

2. zn=(0-5D2+D)—-10+11 2c=132"L 114100
. . . 3+2i
=(1+5i)(2-1)—-10-11i (2-1)(3-2i) .
—2-i+10i+5-10—11i =BT il
. —6-4i—3i-2+1+10i
=-3-2i .
1+3i =5+31
ZB = - -3 —4i
! P
_ (1.+?.n)1 _ (=3-4i)(-1-2i)
i(—i) h (-2 +22
_Ti+3 _ 3+6i+4i-8
1 - 5
=3-i =-1+2i

donc 25 = (=142i)—(-3-2i)=—-14+2i+3+2i=2+4iet Zge = (5+31))—(3-i)=5+3i—-3+i=2+4i
2D = 2 AD = BC <> ABCD est un parallélogramme. La proposition 2 est vraie

3. Quelques exemples ne suffisent pas a prouver une propriété. La proposition 3 est fausse.

4. Siune suite (u,) est positive, alors pour tout n, u, =0 = —3, donc (u,) est bien minorée par —3.
La proposition 4 est vraie.

5. La suite définie par u,, = (—1)" est bornée, mais elle n’est pas convergente. La proposition 5 est fausse



