CHAPITRE

LE CALCUL D’ INTEGRALES

Létude et le calcul des intégrales apparait dans des domaines tres variés des sciences.
Calcul de longueur d'une courbe, calcul d’aire, de volume, de flux, de vitesse et ac-
célération moyenne, calcul de probabilité, résolution des équations différentielles,
calcul de clairance en médecine, etc.

Leibniz, Riemann et Lebesgue sont les principaux mathématiciens qui ont introduit
et développé ce domaine des mathématiques.

Les contenus du chapitre

> Définition de I'intégrale d’'une fonction continue positive définie sur un segment
b

[a, b], comme aire sous la courbe représentative de f. Notation f fdx.
a
> Théoreme : si f est une fonction continue positive sur [a, b] alors la fonction F,

X
définie sur [a, b] par F,(x) = f f(t)dt estla primitive de f qui sannule en a.
a

b
> Sous les hypothéses du théoréme, relation f f(x)dx = F(b) — F(a) ou F est une
a

primitive quelconque de f. Notation [F(x)] Z.

> Théoréme : toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives.
b

> Définition par les primitives de f f(x)dx lorsque f est une fonction continue de
a

signe quelconque sur un intervalle contenant a et b.

> Linéarité, positivité et intégration des inégalités. Relation de Chasles.

> Valeur moyenne d'une fonction.

> Intégration par parties.

Les capacités attendues du chapitre

> Estimer graphiquement ou encadrer une intégrale, une valeur moyenne.

> Calculer une intégrale a I'aide d’'une primitive, a 'aide d’'une intégration par par-
ties.

> Majorer (minorer) une intégrale a partir d'une majoration (minoration) d'une
fonction par une autre fonction.

> Calculer l'aire entre deux courbes.

> Interpréter une intégrale, une valeur moyenne dans le contexte d'une autre disci-
pline.



COURS

1. Introduction

On note f une fonction continue et positive sur [a, b]. On souhaite déterminer l'aire
A de la partie verte entre la courbe C 't la droite des abscisses et les deux droites ver-
ticales d’équation x = a et x = b.

Cy

Pour cela on va découper le segment [a, b) en six segments de méme largeur Ax et on
trace les rectangles formés par ces largeurs et la courbe de la fonction f. On note Ag
la somme des aires de ces six rectangles.
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On continue laméme méthode mais avec 11 segments de méme largeur que 'on note
encore Ax mais la quantité Ax est plus petite que la précédente.
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On continue avec une infinité de rectangles et donc un Ax de plus en plus petit et qui
tend vers 0. On voit que la somme des rectangles rouges se rapproche de plus en plus
de l'aire verte cherchée.

0.6

0.4

On note cette Aire :

b n-1
f fX)dx= lim Zf(x,-)Ax
a n—+oo =

A Une somme Z infinie devient une intégrale f et un écart Ax qui devient petit
se note dx

b
f f(x)dx selitl'intégralede aa b de f(x)dx
a

2. Intégrale d’'une fonction continue et positive sur un
segment [a, b]

Le plan est muni d'un repere orthogonal (O, T, 7).
Soit f une fonction continue et positive sur un segment [a, b] et C¢ sa courbe repré-

sentative dans ce repére (O, i, j).

Définition 1 — Unité d’aire

Lunité d’aire dans unrepere (O, i , j ) estl’aire durectangle formé par les unités
du repére.




Définition 2 — Intégrale et Aire

Lintégrale de a a b de f estl'aire, exprimée en unités d’aire, du domaine D déli-
mité par Cy, I'axe des abscisses et les droites verticales d’équation x = a et x = b.

b
On note cette intégrale f f)dx.
a

2,5
Laire de la partie verte ci-dessous est A = ( f (x)dx) xu.a
1,5

b
f f(x)dx selit:intégrale de a a b de f(x)dx ousomme de aa b de f(x)dx.
a

b
A Dans I'écriture f(x)dx lalettre x est une variable muette donc elle peut étre

remplacée par n’impgrte quelle autre lettre.
b b b
f fx)dx :f fde= f f@ede
a a a

A a et b sont les bornes de 'intégrale.

Af;f(x)dxzo.



Exemple:

9
f est continue et positive sur [0;9] etf fdx=.............
0

Laire marron estdoncde A=............ x .a.

Propriété 1 —- Théoréeme fondamental pour f continue, positive sur [a, b]

X
Si f est une fonction continue et positive sur [a, b] alors F : x — f fHdt est
a

dérivable et F' = f. F est donc un primitive de f.

Démonstration

» On note f une fonction continue, positive et croissante sur [a,b] et
X
F(x)=f fde

a
On note xp € [a,b], heR, h#0et h>0donc xo+ h > xg

En raisonnant sur les aires, on remarque que

Xo+h

F(xg+h)—F(x0)=f

a

X
f(t)dt—f PO = o,
a

Cy
0 xo+ h
Comme f est croissante sur [a, b] alors
Xo<t<xp+tho....... sf()=s.........



En passant au calcul d’aire, on a
Aire rouge < Aire noire < Aire bleue

comme & >0, on a donc

- F(xo + h) — F(xo) <

............ <sFxg+h) —FXg)<.covvvvveee. © e h
F h)—-F
On peut donc en déduire que },iné M = aoooac qui est un réel unique

donc F est dérivable en xj et F'(xp) = f(xo).

» On note f une fonction continue, positive et croissante sur [a,b] et
X
F(x)zf fodt

a
On note xp € [a,b], heR, h=0et h<0donc xo+ h < x

Cy

o+ h g

X Xo+h
F(xo)—F(xo+h)=fa f(t)dt—fa f@dt=.....ccooioeil.
Comme f est croissante sur [a, b] alors
Xo+th<t<xyo.... sf(=......
En passant au calcul d’aire, on a
Aire rouge < Aire noire < Aire bleue

comme h <0, onadonc

------------ SF(xo)—F(xo+h)s............o......sw<

F(xo+h)—F
On peut donc en déduire que lllirré M = s000ac qui est un réel unique

donc F est dérivable en xj et F' (xg) = f(xo).



» On note f une fonction continue, positive et décroissante sur [a,b] et
X
F(x):f fndt

a
Onnote xp € [a,b], heR, h=0et h>0donc xo+ h > xg

Cy

20 o+ h

Xo+h

F(xp+ h) — F(xo) =f

a

X
fmdt—f PO At = o)
a

Comme f est décroissante sur [a, b] alors
Xo<t<xo+ho...... <f(s=......
En passant au calcul d’aire, on a
Aire rouge < Aire noire < Aire rouge

comme />0, on a donc

- F(xo + h) — F(x0) <

............ SF(xg+h)—F(Xg)<......ccc.... o ...... W
F(xo+h)—-F
On peut donc en déduire que }Iirr(l) M = goooac qui est un réel unique

donc F est dérivable en xj et F'(xg) = f (xo).

» On note f une fonction continue, positive et décroissante sur [a,b] et
X

F(x) =f fnyde

a
On note xp € [a,b], heR, h=0et h<0donc xy+ h < x



xo+h Ty

Xo+h

F(xo)—F(xo+h)=fxof(t)dt—f f@dt=..................
a a
Comme f est décroissante sur [a, b] alors
Xo+h<t<xpo...... sfMO=s......
En passant au calcul d’aire, on a
Aire rouge < Aire noire < Aire bleue

comme /1 <0, on adonc

............ sF(xo)—F(x0+h)s............c»......sws......
F(xo+ h) — F(xo)

h
donc F est dérivable en xj et F'(xg) = f (xo).

On peut donc en déduire que ’llil’I(l) = f(xp) quiestunréel unique

Propriété 2 — Primitives d’'une fonction continue et positive sur [a, b]

X
Si f est continue et positive sur [a, b] alors F : x — f f(B)dt estla primitive de f

a
sur [a, b] qui s'annule en a. Toutes les primitives de f sont les fonctions F telles
que ¢p(x) = F(x)+ A avec LeR.

Démonstration

D’apres la propriété précédente F est une primitive de f sur [a,b] et F' = f
Fl@=.oooiiiiiiiiiin. dont F s'annuleen.......

= Montrons que ¢ : x— F(x) + A, ou A € R est une primitive de f sur [a, b].
Pour tout x € [a, b],

¢ est dérivable sur [a, bl et ' (x) =..................

Donc ¢ est bien une primitive de f sur [a, b].



< Montrons que si F et ¢ sont deux primitives de f sur [a,b] alors elles
different d’'une constante réelle.

Soit F et ¢ deux primitives de f sur [a, b].

Pour tout x € [a, b],

Px) = ... et F'(x) = ...... donc par différence ¢'(x) - F'(x) = ...... puis
par linéarité de l'opérateur de dérivation, (¢ — F)'(x) = ...... donc ¢ — F est
une primitive de ...... sur [a, b] ainsi il existe A € R tel que pour x € [a,b],
Pp-F)(x)=...... S Ppx)-Fx)=...... SPx)=Fx)+.......

Propriété 3 — Expression d’'une intégrale avec une primitive

b
Si f est continue et positive sur [a, b] alors f f(®dt=F(b)—F(a) ou F estune
a

primitive de f sur [a, b].

Démonstration

> ¢p(a) = F(a)+ A =0+ A = A donc pour tout x € [a, b],

x
¢(x) =f f@dt+............
a

b b
> b€ la,b] donc¢(b)=f fde+......... doncf fOdt=..ccccoooiiil.
B D) = @) = v, ¢
On adonc Y
fdt=....c.coc.o.....

Exemples :

1
1)[ 22 +1dx =
0

Z)fzsﬁdx:

1 x

3
) o 14+x2

dx =




3. Intégrale d’une fonction continue sur un intervalle
IdeR

Propriété 4 — Primitives de fonctions continues sur un intervalle I

Si f est continue de signe quelconque sur [a, b] alors f admet des primitives sur
un intervalle I de R.

Démonstration

> Cas ol I est un segment [a, b] :

f est continue sur [a, b] donc elle admet un minimum m.

>> Si m = 0 alors f est continue et positive sur [a, b] donc d’aprés le paragraphe
précédent elle admet des primitives sur [a, b].

> Si m < 0 alors on pose g: x— f(x) — m définie sur [a, b]

g est continue et positive sur [a, b] donc elle admet des primitives sur [a, b]. Si
G est une primitive de g sur [a, b], on a pour tout x € [a, b] F(x) = G(x) + mx et
F'(x) = G'(x) + m = f(x) donc F est une primitive de f sur [a, b].

> Les autres cas d’intervalles ne sont pas abordés en terminale.

A Il existe des fonctions discontinues sur [a, b] et qui admettent des primitives
sur I.

Définition 3 - Intégrale d’'une fonction continue sur un intervalle /

f estune fonction continue sur un intervalle I et F est une primitive de f sur I.
a et b sont deux nombres quelconques de I. Lintégrale de f entre a et b est :

b
f f(x)dx=F(b)-F(a)
a

b
On écriraf fx)dx = [F(x)]Z =F(b) - F(a).
a

Exemples :

2
1)] —3xdx =
-1

-1
z)f dt =
1

V3
3)[ cos0do =
0

~10-



4. Propriétés

Propriété 5 - Relation de Chasles

f estcontinuesurleta,b,cel

b c c
f f(x)dx+f f(x)dxzf fx)dx
a b a

Démonstration

Comme f est continue sur I alors les intégrales existent et

b c
f Fdx+ fb f)dx = (FIL+FOIE
a

Propriété 6 - Linéarité de 'opérateur intégrale

f et g sont continuessurl, a,bel, keR.

b b b
f (f+g)(x)dx=f f(x)dx+/ gx)dx
a a a

b b
f (kxf)(x)dx:kxf Fdx
a a

Démonstration

f et g sont continues sur I donc les intégrales existent et :

b
f (f+8)x)dx=(F+G (Db -(F+G(a)
a

—-11-



Propriété 7 - Inversion des bornes

f estune fonction continue sur un intervalle I et a,b € I.

a
Df fx)dx=0
a

b a
Df f(x)dx:—jl; fl)dx

\. J

Démonstration
f est continue sur I donc les intégrales existent et :

Df FXAx=[F)l%=..ccccoininninn.
a

> La relation de Chasles permet d’écrire :

a b a b
f f(x)dx=f f(x)dx+/ fxdx=...... @f fdx=............
a a b a

Propriété 8 — Positivité de 'opérateur intégrale

f estcontinuesurl, a,bel

b
{ gzg sur[a,b]:>fa F0dx=0

Démonstration

f est continue et positive sur I donc 'intégrale représente une aire et une aire
est positive.

Propriété 9 - Croissance de 'opérateur intégrale

f et g sont continues surl, a,be 1.

a<b

b b
{ fzg sur [a,b]:>f f(x)dxzf gx)dx
a a

Démonstration

f et g sont continues sur I donc f — g aussi et par positivité de l'opéra-
teur intégrale, alors comme pour tout x dans I f(x) — g(x) = ...... alors

b
f (f)-g)dx=......

—-12-



Par linéarité de 'opérateur intégrale, on a donc

b
f (fO)—g(0))dx=0e..cooviieiiiiaeannnn.
a

Propriété 10 - Encadrement d’une intégrale

f estune fonction continue sur [a, b]. Soit m et M deux réels tels que, pour tout
x€l[a,b],

ms<sfx)sM
alors

b
m(b—a) s] f)dx<=Mb-a)
a

Démonstration

f est continue sur [a, b] donc l'intégrale existe et comme pour tout x € [a, b],
m < f(x) < M alors d’apres la croissance de I'opérateur intégrale on a :

b b b b
fmdxs/ f(x)dxsf de@[mx]hs/ f(x)dxs[Mx]Z
a a a a
b
S s[ fdx<............
a

b
T sf fdx=............
a

Définition 4 - Valeur moyenne d’'une fonction sur [a, b]

f est continue sur [a, b]. La valeur moyenne de la fonction f sur [a, b] est le réel

1 b
b= g ), S

. 1 &
Moyenne en statistique : — E Xi X nj
n:
i=1

1 b
Moyenne d’une fonction : —— f f)dx
b—alg

Application pour le calcul de la vitesse moyenne entre deux temps f, et t; :

¢ _
fz v(dit = D(t) - D(11)

Vimoyenne =
v n -t

h—h
Application pour le calcul de I'accélération moyenne entre deux temps #, et t; :

t: —
fza(t)dt: v(tp) —v(t)

Amoyenne =
i n -1

h—1n

—-13-



5. Meéthodes de calcul des intégrales

5.1. Avec les primitives

Méthode 1 - Calcul direct d’intégrales.

Si f estune fonction continue sur [a, b] alors elle admet des primitives et on note
Fl'une d’entre elles, alors

b
f f)dx = [F(x))} =F(b) - F(a)
a

Exemple:

1
Calculons f
0 V2x+5

est définie et continue sur [0;2].

2

dx

—

1
V2x+5

On pose u(x) =2x+5 alors u est dérivable sur R et u(x)=......

1 u' (x) o
= de primitive x — \/ u(x)
V2x+5  2vu(x) p

Or21 adonc

1
f L k-
0 vV2x+5

5.2. Avec une ou des intégrations par parties

Propriété 11 - Intégration par parties

Si f et g sont deux fonctions définies sur [a, b], dérivables et donc continues sur
la, b] telles que [’ et g’ sont continues sur [a, b], alors

De plus

b b
[f/(x)g(x)dx=[f(x)g(x)]Z—f fg (xdx
a a

Démonstration

f, g f et g’ sont continues sur [a,b] donc f'g et fg' aussi et les intégrales
existent.
D’apres la formule de dérivation d’'un produit, pour tout x € [a, b] :

(fe) @) =f g+ fx)g (%

donc par linéarité de 'opérateur intégrale, on peut écrire que

b b b
f(fg)'(x)dxzf f’(x)g(x)dx+f fx)g (x)dx
a a a
s

—14-



Méthode 2 - Choix des fonctions dans une intégration par parties

>> Si 'une des deux fonctions dans l'intégrale est un polynéme alors il faut
dériver ce polyndme et on choisira g pour ce polynéme.

Par exemple : | xe*dx

>> Si on ne connait pas les primitives d'une des deux fonctions alors il faut
dériver cette fonction et on choisira g pour cette fonction.

Par exemple : f xInxdx

Exemples :
1
1) Calculons I =f xe*dx

0
Soient les fonctions f, f " g, g’ définies et continues sur [0;1]

1 1
f xefdx=1[............ ]é—f ............ dx =
0 0

En fait on obtient les deux résultats ci-dessous :
> Une primitive de x — xe* est x— ............

1
DI:f xetdx=......
0

e
2) Calculons I = f Inxdx
1

Soient les fonctions f, f’, g, g’ définies et continues sur [1; e]

En intégrant par parties on obtient :
e

Inxdx =
1

~15-



En fait on obtient les deux résultats ci-dessous :
> Une primitive de x — Inxest x— ............

e
DI:f Inxdx=......
1

3) Calculons I = f xcosxdx

0
Soient les fonctions f, f " g, g’ définies et continues sur [0; 7]

En intégrant par parties on obtient :
YA

xcosxdx
0

T
4) Calculons I = f e“sinxdx

0
Soient les fonctions f, f " g, g’ définies et continue sur [0; 7]

En intégrant par parties on obtient :
/2

sz e*sinxdx
0

T

Or nous ne pouvons pas calculer directement f e* cosxdx, nous allons faire une
0
deuxieme intégration par parties.

Soient les fonctions f, f " g, g’ définies et continues sur [0; 7]

flx)=...... f)=......
gX)=......... g =........
En intégrant par parties on obtient :
Y
I=| e“sinxdx
0

~16-



Finalement on obtient que
I=[e*sinx—e*cosx|;—I

etdonc2l=.....ccccceiiiiiiiiiiiinn...
On obtient les deux résultats ci-dessous :
> Une primitive de x — e*sinx est x— ............coeunene.

> I :fo efdx=.....cccciiiin.
6. Applications

6.1. Calcul de primitives

On souhaite calculer une primitive de i : x — (x —2)e*

On va calculer f (x —2)e*dx sans mettre de borne et dans les crochets on obtiendra

une primitive.
Soient les fonctions f, f’, g, g’ définies et continues sur [0; 1]

En intégrant par parties on obtient : f (x—2)e“dx

donc une primitivede hest H:x— .............

6.2. Calcul d’aires

1) Aire entre deux courbes.

Cy
C
a W

b c
Aire coloriée: A= f f)dx —f fl)dx
a b

—17-



b
Aire coloriée : A= f (f(x)—gx)dx
a
2) Aire d’une figure géométrique.

Déterminons la formule de I'aire d'un trapeze :

A 1 On| IF

C 1 b 1
i i \Cr3
il i
c ; B ; D
E G
C(0;0), A(a, h), F(a+ b; h) et D(B;0)

hB

h
fi0= % o) = het ity == e e g

Les trois fonctions sont continues et positives respectivement sur [0; al, [a, a + D] et
[a+ b, B] donc on peut calculer l'aire sous la courbe formée des trois segments.

a a+b B
A:f fl(x)dx+f fg(x)dx+f f3(x)dx
0 a a+b

a a+b B
:f Exdx+f hdx+f (— f X+ hB )dx
0o a a a+b\ B—a—-b B-a-b

h ,]° h hB B
— | h a+b _ 2

2a” |, T e T Ty Y Eoas YL,

ha? h hB hB
=— +hb- B? B b?———(a+b
2a T s an Y et T aBoacn AT Tt
ha —hB?+2hB%+ h(a+ b)®>-2hB(a+ b)
=—+hb+

2 2(B—a-b)

ha h(B%-2aB-2bB+2ab+ a? + b?)
=—+hb+

2 2(B—a-»b)

a2 o

:M+hb+—h(B a-b) :@+hb+—h(3 a-b)

2 2B-a-b) 2
_ ha+2hb+hB-ha-hb ha+2hb+hB-ha-hb
B 2 B 2
_h(B+b)
T2

On retrouve la formule de I'aire d'un trapéze :

_ Hauteur x (Gde Base + petite base)
B 2

A

~18-



7. Approximation d'une intégrale

7.1. Méthode d’approximation d’intégrales : Méthode des rec-
tangles

b
On souhaite trouver une approximation de f f(x)dx lorsqu’'on ne connait pas de

a
primitive de f et que I'on ne peut pas faire d’intégration par parties.
La méthode des rectangles est celle qui est expliquée en introduction.

| /
. g

0.4

0.2

0 02 04 06 08 1

On découpe le segment [a, b] en segments [xg; X11, [X1; X2], ..., [Xp—1; X,] de méme lon-

gueur et on sait que

b—a_b—a
n n

b n-1 n-1 n-1
f Fodx= Y fanhx= Y flxi) Y f
a i=0 i=0 i=0

LS |
Exemple de calcul approché de f d
o 1+x

from math importx
def f(x):
return 1/ (1+xx*x);

def Rectangle(a,b,n):
S5=0;
for i in range(n):
x=a+ix*(b-a)/n;
S=S+f(x);
S=((b-a)/n)*S;
return S;

Résultats obtenus

Rectangle(0,1,100)
0.7878939967307822

~19-



4

5

a s W N e

© © N o

Rectangle(0,1,1000)
0.7856481217307811

7.2. Méthode d’approximation d’intégrales : Méthode des trapezes

b
On souhaite trouver une approximation de f f(x)dx lorsqu’'on ne connait pas de

a
primitive de f et que I'on ne peut pas faire d’intégration par parties.
Laméthode des trapézes est une méthode identique a celle des rectangles mais au lieu
d’approcher l'aire sous la courbe par des aires de rectangles, on utilise des trapeézes.

f(zi)
[ (i)

%Axfwl

On découpe le segment [a, b] en segments [xg; X1, [X1; X2], ..., [X5—1; X,] de méme lon-
gueur Ax = __aetOHSMtque

b " (f )+ flxp)Ax b-a b-a"l
f fxdx= Y. SO + [ )Ax Y (flxi+fxis1)) = Y (f )+ f(xien))
a i=0 2 i=0 2n 2n %

1

Exemple de calcul approché de [0 5.2 dx:

from math importx*
def f(x):
return 1/ (1+x*x);

def Trapeze(a,b,n):

S=0F

for i in range(n):
x=a+ix*(b-a)/n;
y=a+(i+1)*(b-a)/n;
S=S+f(x)+f(y);

S=((b-a)/(2xn))=*S;

return S;

Résultats obtenus

Trapeze(0,1,100)
0.7853939967307827

Trapeze(0,1,1000)
0.785398121730783

—20-



7.3. Méthode d’approximation d’intégrales : Méthode de Monte
Carlo

1
On souhaite trouver une approximation de f V'1-x%dx car on ne connait pas de
0

primitive de f: x — V' 1— x2 et que 'on ne peut pas faire d’intégration par parties.
On lance des fléchettes sur une cible carrée et on répete cette expérience un grand
nombre de fois n. On releve le nombre de fléchettes qui se trouvent dans le quart
de disque (schématisé ci-dessous) et le nombre de fléchettes lancées. Si on lance un
grand nombre de fléchettes alors le rapport du nombre de fléchettes dans le quart
de disque sur le nombre de fléchettes lancées se rapproche du rapport entre l'aire du
quart de disque sur l'aire du carré.

Airecgrre = coté’=1x1=1ua
donc le rapport de l'aire de D sur l'aire du carré est :
b2

4
Pour que M soit dans D, il faut et il suffit que x € [0;1], y€ [0;1] et OM < 1

Les trois conditions pour que M soit dans D sont donc :

O<sx=<1
O=sy=1

Vx2+y2<1

Simulation des lancers et approximation de I'intégrale
Nbre de fléchettes
e

Comm va se rapprocher du rapport de l'aire de D sur l'aire
n
Nbre de fléchettes b2
du carré, alors 4 x va se rapprocher de 4 x 1 et donc de la valeur
n

de 7.

Ce qui veut dire qu’en lancant des fléchettes on va trouver la valeur de 7.
Programme et test avec Python
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from math import =
from random importx*

def MonteCarlo(n):
NbreFlechette=0
for i in range (1,n+1):
x=random ()
y=random ()
if sqrt(x**2+y*+2)<=1:
NbreFlechette=NbreFlechette+1
return 4xNbreFlechette/n

Résultats obtenus

MonteCarlo (100)
3.04

MonteCarlo(1000)
3.1

MonteCarlo(10000)
3.1128

MonteCarlo (100000)
3.14252

MonteCarlo(1000000)
3.139868

MonteCarlo(10000000)
3.1413168

pi
3.141592653589793
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