CHAPITRE ﬂ

LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Létude des équations différentielles (équations reliant une fonction avec sa ou ses
dérivées successives) apparait dans des domaines trés variés des sciences :

en mécanique, en sciences physiques et chimie, en sciences de la Vie et de la Terre.
Nous allons étudier dans ce chapitre les équations linéaires du premier ordre.
Linéaire veut dire que les inconnues (ici y et y') n‘apparaissent qu’au premier
degré. Premier ordre veut dire que seule la dérivée premiere y’ intervient dans cette
équation. Elles pourront se ramener aux formes y' = ay + b avec a et b des réels ou
y' = ay+ f avec a un réel et f une fonction. Ces équations apparaissent souvent
lorsque la vitesse, la concentration ou un rapport de quantité est exprimé en fonction
du temps ou d’une variable.

Les premiers mathématiciens qui ont travaillé sur les équations différentielles sont
Newton et Leibniz mais la théorie s’est structurée avec Cauchy au XIXe siecle puis
avec Klein et Poincaré au XXe siecle.

Les contenus du chapitre

> Equation différentielle y’ = f. Notion de primitive d’une fonction continue sur un
intervalle. Deux primitives d'une méme fonction continue sur un intervalle different
d’une constante.

> Primitives des fonctions de référence : x — x" pour ne 7, x — 7, exponentielle,
X

sinus et cosinus.
> Equation différentielle y’ = ay, ou a est un nombre réel; allure des courbes.
Equation différentielle y' = ay + b.

Les capacités attendues du chapitre

> Calculer une primitive en utilisant les primitives de référence et les fonctions de
la forme (v o u) x u/'.

> Pour une équation différentielle y' = ay + b, (a # 0) : déterminer une solution
particuliere constante; utiliser cette solution pour déterminer toutes les solutions.

> Pour une équation différentielle y' = ay + f : a partir de la donnée d’une solution
particuliere, déterminer toutes les solutions.



COURS

1. Equations différentielles linéaires du premier ordre

Définition 1 - Equation différentielle linéaire du premier ordre

Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation reliant y
et y' et pouvant se ramener a une équation de la forme y' = ay+b, ot1 a et b sont
des réels constants ou des fonctions.

Dans ce chapitre nous allons étudier les deux cas ci-dessous :

» ' =ay+bavec aet bdeuxréels et a=0.

» y' = ay+ f avec a un réel et f une fonction.

Lobjectif est de déterminer toutes les fonctions qui vérifient cette équation.

Exemples :
Equations différentielles linéaires du premier ordre :

>y =2y
by=ty_3
V=g
>y =4y+2x
>y =y

>y —y=cosx+sinx

Autres équations différentielles :
> y// =y

>3y -5y +y=0

> y" -y =cosx+sinx

>y = y+3tn(r)

tIn(r)

Méthode 1 - Variable des solutions d'une équation différentielle

Dans le cas des équations de la forme y' = ay + b ot a et b sont des réels,
la variable des solutions se nomme x ou f ou tout autre lettre. Dans le cas
¥y = ay + f la variable des solutions doit étre nommée comme celle de la

fonction f.

Exemples :
> Les solutions de y’ = 4y + 2x seront des fonctions qui dépendent de........
o> Les solutions de y’ = =5y + t* — 2¢ seront des fonctions qui dépendent de........



Définition 2 — Equation générale et équation homogene

Si on note I'équation différentielle linéaire du premier ordre y' = ay + b alors on
nomme :

> Equation générale (Eg): Y = ay+b

> Equation homogene (Eg) : y' = ay

Propriété 1 — Relation reliant deux solutions de (Eg)

Si fp est une solution particuliere de (Eg) alors toutes les solutions g de (Eg)
vérifient que g — f), sont solutions de (Ep).

Démonstration

fp est une solution connue de (Eg) alors pour tout x, f,[’J (X)=eieieniin.
Soit g une autre solution de (Eg) alors pour tout x, g'(x) = 600000000000
et donc par différence des deux égalités on obtient :

g0~ fr) =i

Par linéarisation de 'opérateur de dérivation on obtient :

G-f)@W=..
et en posant fy = g — f, alors pour tout x, fj;(x) =......... donc fy est solution
de I'équation homogene (...... ).

Réciproquement :

On suppose que fy est une solution de I'équation homogene et que g est une
solution de I’équation générale.

Posons f), = g— fy alors f, est dérivable comme somme de fonctions dérivables
et pour tout x :

[0 =g~ f'x)=

donc f, est une solution de I'équation générale.



Méthode 2 — Méthode de résolution

D’apres la propriété précédente, il suffit de connaitre les solutions de I'équation
homogeéne (Ep) et une solution particuliere de 'équation générale (Eg) pour
connaitre toutes les solutions de I'’équation générale (Eg).

Pour trouver toutes les solutions de I’équation générale (E), il faut additionner
les solutions de I'équation homogeéne (Eg) avec la solution particuliere de (Eg).
11 suffit donc de résoudre I'équation homogene (Eg) et de trouver une solution
particuliere de I’'équation générale (E;) pour obtenir toutes les solutions de
I'équation générale (Eg).

Exemple :

On note (Eg) I'équation y' = y -1

Admettons que les solutions de (Eg) : ' = y sont les fonctions f : x — C x e*
avec CeR

On voit facilement qu’une solution particuliere de (Eg) est f, : x— 1

D’apres la propriété précédente, les solutions de I'équation générale (Eg) sont :

g:x— (fu+fp)(x)=Ce* +1lavecCeR

Propriété 2 — Dérivabilité des solutions

Si g est une solution de I'équation générale y' = ay + b (ou1 a € R) alors g est
dérivable sur l'intersection des ensembles de définition de g et de b.

Démonstration

On note D¢ et Dy, les ensembles de définition de g et de b si b est une fonction.
La propriété vient du fait que pour tout x € Dg N Dj, g'(x) = ag(x) + b.

2. Résolution des équations différentielles linéaires du
premier ordre

2.1. Primitive et équation différentielle y' = f

On nomme f une fonction définie sur un intervalle I de R.

Définition 3 — Primitives

On nomme primitives de f sur I toutes les fonctions vérifiant I'équation diffé-
rentielle y' = f.

Exemples :
> F:x— 2xestune primitivede f:x—...... sur R.



> F:x— 2x—5estune primitivede f:x—...... sur R.

1 o
>F:x— Exz est une primitivede f:x—...... sur R.
1 5 o
>F:x— gx est une primitivede f:x—...... sur R.
> F:x—Inx estune primitivede f:x—...... sur ]0; +ool.
> F:x+— e* estune primitivede f:x—...... sur R.

Propriété 3 — Existence (propriété admise dans ce chapitre)

Si f est continue sur I alors f admet des primitives sur I.

Démonstration

Voir le chapitre sur les intégrales.
Exemples :

5 . . ) 2 .
> Montrer que f: x — 4e>* — 3 est dérivable sur R et est solution de I’équation :

¥y —3y=5.

> Montrer que f: x — —5¢!/**

tion :

—12x — 28 est dérivable sur R et est solution de I'équa-

2l +3x-5
y—4y

1
> Montrer que f: x — 7¢°* — Zex est dérivable sur R et est solution de I'équation :

y' -5y=e".



Méthode 3 - Primitives des fonctions usuelles

Fonctions f Intervalle de définition Une primitive F
f:x—0 R F:x— A A1€eR
fix—k,keR R F:x— kx
xn+1
fix—x",neN R TX—
n+1
1 . 1
fix——,eN,n>1 R Fixo———
xn (n—1)xn"1
1 .
fix—— R F:x—In|x|
x
fix—e* R F:x—e"
f . 10; +o0[ F vx
X —— ; +00 1X— VX
2Vx
f:x—cosx R F:x—sinx
f:x—sinx R F:x— —cosx

Propriété 4 - Primitives de fonctions composées.

On note u et v deux fonctions dérivables sur I avec v(u(x)) définie sur I.
Une primitive de f: x — ' (x) x v/ (u(x)) est F: x — v(u(x)).

Démonstration

On note F: x— v(u(x)) définie sur 1.
PourtoutxeIetpourtout heR, h=0etx+hel,



Flx+h)-F(x) v(ux+h)-vux) vux+h)-vu(x) N u(x+h)—u(x)

h h - u(x+h)— u(x) h
Orli p(ux+ 1) - v(ulx) = et lim w = donc
h—0  u(x+h)—u(x) h—0 h
}lin(l) w 5 000000000008 € R ainsi F est dérivable et F'(x) =......

on peut donc conclure que F est une primitive de f sur I.

Méthode 4 — Recherche de primitives de fonctions non usuelles

ATaide de la propriété ci-dessus on va pouvoir utiliser les formules ci-apres.

Fonctions Une primitive
u' (x)+ v (x) u(x) + v(x)
U (x)-v'(x) u(x) — v(x)
kx u'(x) kx u(x)
n+l1
u'(x) x u"(x), ne N* il &
n+1
!
un(x),nel\lnzz, W0 |
u(x) (n-Du"1(x)




Fonctions Une primitive
& u(x)=0 vV u(x)
2Vu®)’ h

u/(x)eu(x) eu(x)

!

YO =0 | nduwo)
u(x)

u' (x) cos(u(x)) sin(u(x))
U (x) sin(u(x)) —cos(u(x))

Propriété 5 - Les primitives

Si f admet une primitive F sur I alors toutes les fonctions G : x — F(x) + 1 ol
A € R sont des primitives de f sur I.

Démonstration

= Montrons que G: x — F(x) + A, ou A € R est une primitive de f sur I.
Pour tout x € I,

G est dérivable sur I et G'(x) =............

Donc G est bien une primitive de f sur I.

< Montrons que si F et G sont deux primitives de f sur I alors elles dif-
ferent d'une constante réelle.

Soit F et G deux primitives de f sur I.

Pourtout x€ I,

Gx)=...... etF'(x)=...... donc par différence G'(x) - F'(x) =......

puis par linéarité de 'opérateur de dérivation, (G- F)'(x) =......

donc G - F est une primitive de 0 sur 1

ainsi il existe A € R tel que pour x€ I, (G- F)(x) =...... ©GX)-Fx)=...... &
Gx)=F(x)+.......

Exemples :
> Les primitives de f : x — x sont les fonctions F: x—............

> Les primitives de f: x+— e* + 3 sont les fonctions F: x— ............



Propriété 6 — Unicité

Si f admet des primitives sur I alors il en existe une seule vérifiant F(a) = b

Démonstration

Si F est une primitive de f sur I alors toutes les primitives sont de la forme G :
x— F(x)+A.

OnadoncG(@)=be Fl@+A=beA=.........

donc A est unique et ainsi G est unique et G: x — F(x) + b— F(a)

2.2. Equation de laforme y' = ay

Propriété 7 — Solutions de y' = ay

Les solutions de I'équation différentielle homogene (Ey) : y' = ay ol a est une
constante réelle, sont les fonctions :

fa:x— Ce* avec CER

Démonstration

> Montrons que f est solution de (Ep).

fu est dérivable sur R et pour tout x € R, f1,(x)=.........
Deplusafy(x)=............

donc fj; est solution de I'équation (Ep).

> Supposons que f soit une solution de (Eg).
On pose z: x— e ** f(x) alors z est dérivable sur R et pour tout x € R,

Or f est solution de (Ey) ainsi pour tout x € R, f/(x) —af(x)=......

Donc pour tout x € R, Zx)=...... d’ot1 z est une fonction constante dans R.
Pour tout x € R, il existe C € R tel que z(x) =.......

Conclusion : pourtout xe R,C=e " f(x) & f(x) =.........

Exemples :
> Les solutions de y’ = y sont les fonctions fi: x— ............

> Les solutions de y' = 2y sont les fonctions fiy:x— ............

> Les solutions de y’ = -3y sont les fonctions fy;: x— ............



> Les solutions de 2y’ —3y = 0 sont les fonctions fy:x—............

2.3. Equation delaforme y' =ay+b

D’apres la propriété précédente, les solutions de I’équation homogene (H) : y' = ay
sont les fonctions :
fa:x— Ce™ CeR

Propriété 8 — Solutions de I'équation y' = ay + b

Les solutions de I'équation générale (G) : y' = ay + b sont les fonctions :

1 x— Ce™ — —
§ a

Démonstration

On va chercher une solution particuliére de I'équation générale (G): y' = ay+b

Premiére méthode :

Comme b est une constante on peut chercher une solution particuliere
constante.

Onnote f,:x— k, keR.

fp est dérivable sur R et pour tout x € R fl’, (x)=......

OnadoncO=af,(x)+b<o fr(x)=............
D’apres les propriétés précédentes, les solutions générales de (G) sont de la
forme g: x— fj(x) + fp(x) d'olr
b
1x— Ce™ — =
g:x e -

Deuxiéme méthode : (Méthode de la variation de la constante)
On prend 'expression des solutions de I’équation homogene mais en faisant va-
rier la constante.

fpix—Cx)e”,CeR

fp estdérivable et f,(x) =..................

Or fpx)=...oo...
o Cxe™+aCx)e™ =............

sCe™=boC'(X)=ueeun.....
OnadoncC(X)=....coovvviiiiiiinnnnnn.

Ainsi f,(x) =C(x)e™ =................

~10-



D’apres les propriétés précédentes, les solutions générales de (G) sont de la
forme g: x— f(x) + fp(x) d'out

b
g:x»—»Ce“x—;,Ce[R

Exemples :
Y =2y—3alors g: X .......ocounen....

Y =-3y+5alors g:x—.......ceeunnnn.

, 1
y :Ey+4alorsg:x»—> ..................

2.4. Equationdelaformey =ay+ [

On note (G) 'équation générale: y' = ay + f
On note (H) I'équation homogene y' = ay.
D’apres une propriété précédente, les solutions de (H) sont les fonctions fz : x —
Ce™,CeR.
Si on connait une solution particuliére f}, de (G) alors toutes les solutions de (G) sont
de la forme

g:x— fu(x)+ fp(x)

Méthode 5 — Recherche d’une solution particuliere pour y' = ay + f

Pour trouver f, on utilise les étapes suivantes :

Etape1:

On cherche une solution évidente (qui saute aux yeux).
Exemple:

Soit'équation y' = y - 1

Il est évident que f), : x — 1 est une solution de cette équation.

Exemple:
Soit'équation y' = y — x
Il est évident que [}, : x — x + 1 est une solution de cette équation.

Etape 2:

Si on ne trouve pas une solution évidente on cherche une solution de la méme
forme que f. Par exemple, si f est affine on cherche une solution particuliére
affine.

Exemples :

Soit'équation y' =2y +3x-5

On cherche f, : x— ax + b solution de I'équation.

[ est dérivable sur R et f;(x) =a

—11-



Onadonca=2(ax+b)+3x—-5o2ax+2b—a=-3x+5

3
Par identification, on obtient que 2a = -3 et 2b—a = 5 donc a = -3 et
5 3 7
2 4 4
7

donc f,:x— ——=x+ —.
Iy 274

Soit 'équation y' =3y + e*
On cherche f,, : x — ae” solution de I'équation.
[ est dérivable sur R et f”,(x) =ae”

1
On adonc aex=3aex+ex©(2a+1)ex=0©az—E

1
donc fp: x— —Eex

Etape 3 :
Si on ne trouve pas de solution particuliére facilement, on utilise la méthode de
variation de la constante comme dans le paragraphe précédent.

A Dans les exercices on vous demandera surtout de vérifier qu'une fonction est
solution particuliere de (G).

2.5. Résolution approchée : Méthode d’Euler

D’apres le cours de premiére sur les nombres dérivés, si f est dérivable en xj alors

. flo+h)— fxo)
fuw—gg———77———

Cela veut dire qu'il existe une fonction ¢ telle que }lirr%) g(x)=0et:

On obtient donc

—e(h) & hf'(x0) = f(x0+ h) — f(x0) — he(h)

fxo+h) =hf'(xo0) + f(x0) + he(h)
On peut aussi dire que lorsque # est proche de 0 alors
fxo+h) = hf'(x0) + f (x0)

Conclusion : Supposons que I'on connaisse la fonction f’ et une valeur de f(xp),
alors pour un pas h petit on peut déterminer une approximation de f(xo + h),
f(xo+2h), f(xo+3h) et donc déterminer des points de la courbe de f sans connaitre
la fonction f.

On peut construire un programme en Python qui renvoie les coordonnées des
points de la courbe de f et qui trace une courbe passant par ces points.

—-12-



Méthode 6 — Résolution approchée : Méthode d’Euler

.

Exemple : on souhaite trouver une approximation de f sachant que f’' = f et
fo)=1

On construit un programme Python qui va créer une liste des abscisses et une
liste des coordonnées des points de la courbe avec un pas de longueur #.
Voila une possibilité qui donne une allure de la courbe a droite du point initial.

from math import »
import matplotlib.pyplot as plt

n=int(input("Donner le nombre de points :"}))
h=float(input("Donner la valeur du pas :"))
x=0 #Abscisse du point initial
y=1 # Ordonnée du point initial
X=[x] # Liste des abscisses
Y=|y] # Liste des ordonnées
for i in range (1,n+1):
y=y+hxy
x=x+h
X.append(x) # Ajoute 1'abscisse x a la liste des <
abscisses.
Y.append(y) #Ajoute 1'ordonnée y a la liste des <
ordonnées.
print(X)
print("\n") # Passe une ligne
print(Y)
plt.plot(X,Y)
plt.show()

Voila la courbe obtenue pour n =100 et 2 =0,01:

~13-




2.75 1

2.50 4

2.25 4

2.00 4

1.75 4

1.50 A

1.25 4

1.00 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Puis une autre possibilité qui donne une allure de la courbe a gauche et a droite
du point initial.

from math import =

import matplotlib.pyplot as plt

n=int(input("Donner le nombre de points :"}))
N=n//2
h=float(input("Donner la valeur du pas :"))

x=0 #Abscisse du point initial
y=1 # Ordonnée du point initial
X=[x] # Liste des abscisses
Y=[y] # Liste des ordonnées
for i in range (1,N+1):
y=y-hxy
x=x-h
X.append(x) # Ajoute 1'abscisse x a la liste des <
abscisses.
Y.append(y) #Ajoute 1'ordonnée y a la liste des <
ordonnées.
X.reverse ()
Y.reverse()
x=0 #Abscisse du point initial
y=1 # Ordonnée du point initial
for i in range (1,N+1):
y=y+hxy
x=x+h

—14-



23

24

25

26

27

28

29

X.append(x) # Ajoute 1'abscisse x a la liste des <
abscisses.
Y.append(y) #Ajoute 1'ordonnée y a la liste des <
ordonnées.

print(X)

print("\n") # Passe une ligne

print(Y)

plt.plot(X,Y)

plt.show()

Voila la courbe obtenue pour n=100et 2 =0,01 :

1.6

1.4

1.2

1.0

0.8

0.6 4

T T
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4
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