CHAPITRE

LE LOGARITHME NEPERIEN

Les calculs nécessaires a I'astronomie sont tres complexes et 'objectif de la création
de la fonction logarithme a été de simplifier ces calculs. John Neper (1550-1617) a
inventé les logarithmes avec la particularité de transformer les produits en sommes.
La simplification est telle que cette découverte se propage a grande vitesse. Il définit
le logarithme comme le rapport de la distance a parcourir de deux mobiles, I'un se
déplacant a vitesse constante et I'autre a vitesse proportionnelle a la distance restant
a parcourir. Vers 1625, Briggs introduit le logarithme en base 10 que I'on nomme le
logarithme décimal.

Les contenus du chapitre

> Fonction logarithme népérien, notée In, construite comme réciproque de la
fonction exponentielle.

> Propriétés algébriques du logarithme.

> Fonction dérivée du logarithme et variations.

> Limite en 0 et en +oo, courbe représentative. Lien entre courbes représentatives
des fonctions logarithmes et exponentielles.

> Croissance comparée du logarithme népérien et de x — x”, en 0 et en +oo.

Les capacités attendues du chapitre

> Utiliser I’équation fonctionnelle de 'exponentielle ou du logarithme pour trans-
former une écriture, résoudre des équations et des inéquations.

> Dans le cadre d'une résolution de probléeme, utiliser les propriétés des fonctions
exponentielles et logarithmes.



COURS

1. Définitions et notations

Pour tout y €]0; +ool, quel est le nombre de solutions de I'équation e* = y?

On note f: x— e* définie sur R et dérivable sur R.

> f est donc continue sur R.

> f'(x) = e* >0 donc f est strictement croissante donc strictement monotone sur R.
> f (] —oo; +o00l) =]0; +ool.

Pour tout y €]0; +oo[, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe une unique solution a I'équation ¢* = y. On nomme In y cette solution et on
lit : logarithme népérien de y.

Définition 1 — Logarithme népérien de x

Pour tout x €]0; +ool, Inx est 'unique nombre dont 'exponentielle vaut X =

Définition 2 — Fonction logarithme népérien

Le fonction logarithme népérien est la fonction réciproque de la fonction expo-
nentielle. Elle est donc définie sur ]0; +oo[ et a tout x €]0; +oo[ elle lui associe le
nombre réel noté In x tel que ™™~ = x.

In: x—1Inx

Pour obtenir la courbe de la fonction logarithme, il est nécessaire de faire la symétrie
de la courbe de la fonction exponentielle, par rapport a la droite d’équation y = x.




Propriété 1 - Propriétés de la fonction In

Conséquences de la construction ci-avant :

> Df e
> Pour tout x >0, é™* =...... etpour tout xeR, In(e*) =.......
>Ilnl=...... etlne=......

> Pour tout x >0, pourtout yeR, y=Inx o x=..........

> In est dérivableen 1 etIn'(1) =.......

> L'équation réduite de la tangente ala courbe du logarithme népérien, au point
d’abscisse 1,est y=..........

Exemples :

>ef=3ex=.........

>lnx=5ox=.........

2. Propriétés du logarithme

Propriété 2 — propriétés algébriques

a et b sont deux réels strictement positifs :
>In(axb)=lna+Inb

Dln(;—;)zlna—lnb

1
> ln(—) =-Ina
a
> Pour tout n€R, In(a”) =nxIna
1
> In(Va) = > xIna

Démonstration
Pour tout a, b €]0; +o00o(

> e =

et



> Démonstration par récurrence sur n :

On note P, la propriété : In(a") = nxIna

Initialisation : (Pour n = 0)

In(a®)=............ etOxIlna=...... doncPyest......

Hérédité : on suppose que Py est vraie pour un rang k, montrons que dans ce
cas Py, l'est aussi.

ln(ak“) = ln(ak x a) 5 00000060000060000000000E

donc Py, est......

Conclusion:
Py est vraie

ny_—
P, implique P, } donc pour tout neN, In(a")=nxIna

>2In(va) = In((V@?) =lha = In(va) = ; xIna

Exemple :
>In6)=.ccovvveiiiiiiiii
> In 1? —-In3=......

Propriété 3 — Dérivation

La fonction logarithme népérien f : x — In x est dérivable sur ]0; +ool :

1
> Pour tout x > 0, f'(x) = —.

X
u'(x)
u(x)’

&> Pour tout x tel que u(x) > 0, (f(u(x)) =

Démonstration

. . In(x+h)-Inx
Pour & > 0, on souhaite trouver élmo —

x>0

>SiY=In(x+h)alorsx+h=..........



>Siy=Inxalorsx=..........

In(x+h) —Inx In(e’)-In(e?)
h B eY —ey -
De plus lorsque 4 tend vers 0 alors Y tend vers y, donc

. In(x+h)-Inx
M — =
h—0 h

x>0

> D’apres le chapitre précédent sur la dérivation,

I / o 1 u'(x)
(fu(x) =u () f (ux) =u(x) x S ERETR

Exemples :

> fix—xlnx—x

f est définie et dérivable sur ]0; +oo[
On pose u(x) =xetv(x)=lnx

alors u/'(x)=...... etv'(x)=...... donc

> f:x»—»ln(x2+3)
Pour tout x € R, x> + 3 > 0 donc f est définie et dérivable sur R.

On pose u(x) = x> +3alors ' (x) =......... etdonc
!
y ux)
fx)= H e

Propriété 4 - Equations et inéquations

D’apres les variations de la fonction f: x — Inx, on peut en déduire :
>> La fonction f est strictement croissante sur ]0; +oo(.

X 0 +00
(@ +
+00
f o ——

Sia>0etb>0,

>lna<lnbe...... <.i...
>lna=lnbe...... =
>lna>0<...... >

>lna<0e...... <a<......




Démonstration

f est définie et dérivable sur]0; +oo( et f'(x) =......... > 0 donc f est strictement
croissante sur ]0; +oo(.

Sia>0eth>0:

La fonction g : x — e” est strictement croissante sur R.

>lna<lnb e e <er S <eeenn

>lna=Inb e e =e S = aaooaa

>lna>0e e > e S >

>lna<0o e <er Sa<...... S <a<......

Exemples :

>Pourx>0,Inx<5<Ilnx<In(........ o x<.........
S>Pourl<x<2,In(x—1)>IN@2=X)© evviiiiiiiiiiiiiiiiiie
> Déterminer les valeurs de n pour que 1-0,85" > 0,22

1-0,85">0,22

Propriété 5 — Limites

lim Inx=+ooet limlnx=—-oo
X—+00 x—0

Démonstration

> Pour tout A > 0 dés que x > e’ alors Inx €]...... Ha60s00 [ donc par définition

lim Inx=.........
X—+00



1
> En posant x = — :
p Xl
limlnx= lim In —)= lim ......... S noooooona
x—0 X—+00 X

Propriété 6 — Croissances comparées

Pour tout n € N* :

. Inx .
lim — =0etlimx"Inx=0
x—+o0 xN x—0

Démonstration

X
On saitque lim — =+o0
n—+oo xn

On pose e* = y alors
> limx"lnx =
x—0

Exemples :

|
> lim x*—Inx= lim xz(l—ﬂ)

x—+00 X—+00 x2
lim x*=......
X—+00 se1;
) Inx donc par produit lim X -lnx=......
lim 1- —— = e X—+oo
X—+00 X

> lim(x? + x)Inx = lin[l)lenx+xlnx
x—>

x—0
lim x*Inx=...... 5
x=0 donc par somme lim (x* + x)Inx=......
llH}) xlnx=...... x—0
x—>

Propriété 7 — Limites taux d’accroissement

Pour tout n € N* :




Démonstration

Onnote f:x—Inx

f est dérivable en 1 donc:

& lim In(x+1) — lm fx+1D-f(1) _
x—0 X x—0 X

> lim In x =lim f®-rm =
x—1x—-1 =x—1 x—-1

3. Pour aller plus loin

Définition 3 — Exposants et réels

Pour tout @ > 0 et a € R, a® = "4,

Exemples :

La fonction logarithme décimal (utilisée en S.P.C et S.V.T) est la fonction log dé-
finie sur ]0; +oo( par

Exemples :
>logl0=......

log(10™) =............ pour neZ.



