2006 — 2007 LS COI‘I‘eCtion du DMIS@ Classe de premiére S

Correction du devoir N°19, d’un site Internet, téléchargeable a I'adresse :
http://jgaltier.free.fr/Premiere_S /etude_fonctions_trigo_suites.pdf
Exercice 1 :

. PX)=02X*-X-1=0
On a donc une équation du second degré avec des coefficients différents de 0 et qui n’est pas une
identité remarquable. On utilise donc le discriminant :
A=V —4ac= (-1 -4(-1)2)=1+8=9 =32
A > 0 cette équation a deux solutions réelles distinctes :

x_—b+\/Z_1+3_1etx_—b—\/Z_1—3__1
YU 9 T 4 TP 20 42

1
d =¢—=1
onc S { > }

Etude du signe de P(X) :
1
Ona P(X)=2(X —-1) (X + §> et son tableau de signe est :

r | —o0 -1/2 1
P(X) | + 0 - 0 +

2. On note f la fonction définie sur R telle que f(z) = sin(2x) — 2sin(z)

(a) Ve € Ron a
f(z+2m) = sin(2(x + 27)) — 2sin(z + 27) = sin(2z +47) — 2sin(z) = sin(2z) — 2sin(x) = f(z)
donc la fonction f est 2m-périodique et on peut faire son étude sur [—; 7].
De plus Vo € Dy, —x € Dy et f(—x) = sin(—2x) — 2sin(—z) = —sin(2z) + 2sin(z) = — f(2)
donc la fonction f est impaire et par symétrie on peut faire ’étude sur [0; .

(b) La fonction f est dérivable sur [0;7] et f'(x) = 2 cos(2z) — 2 cos(z)
on utilie une des formules de linéarisation :
f'(z) = 2(2cos?(z) — 1) — 2cos(x) = 4 cos®(x) — 2cos(x) — 2 donc

f'(x) = 4cos?(z) — 2cos(x) — 2

(c) On remarque que f'(z) = 2(2cos*(z)

I cos(xz) — 1) = 2P(cos(x))
donc f'(x) = 4(cos(x) — 1) ( cos(z) + 3

m cos(x) —1 >0 cos(z) > 1=

> cos(x) + % >0 < cos(z) > —% s x e |0; 2%}
Tableau de variation de f :
x 0 27/3 T
cos(z) =1 [0 — | - 0
cos(z)+1/2 | | + 0 —
f'(x) 0 + 0 - 0
0 0
f(z) N\ /
3v3
2
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3. Représentation d’une période de la fonction f :

| g f-—————————

Exercice 2 :

> +r+1 z?
I 1 - = 1 - = 1 —
1 xEToo 24 —2 $I—1>I—Poo 2 1 donc :z:l—l>r-i¥1<>o f(33) 1
4+ r+1 x?
m Jim ——— = lim — =1donc| lim f(z)=1
r——oco 24+ —2 z——00 2 T——00 f( )
lim 2 +2x+1=3 )
T — =2
r<—2 .
s i 1 donc | lim , f(z) = +o0
x Lm—2x2—|—33—2 = oo ee?

7\

L4 1;72 1 donc | lim 2f(x) = —00
zim—2q;2—|—x—2__oo w2

lim1z2+x+1:3 )

z<1 .
C 1 donc | lim f(z) = —o0
lim = —00 z 1
z—1x2—2
z<l

7
m%ﬁ+x+1:3\

z>1

L 1 donc | lim f(z) = 400
xhinl .CEQ -2 =t xz?ll
x>1 )
e On a lim1 f(x) = —oc0 et lim1 f(x) = 400 donc la droite d’équation = 1 est une asymptote
z<1 z<l1

verticale a la courbe représentative de f.
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e Ona lim f( ) =400 et lim 2f(x) = —oo donc la droite d’équation xz = —2 est une
T2 TosloT

asymptote verticale a la courbe représentative de f.

e Ona J:l—1>I—|I—loo flz)=1et xgmw f(z) =1 donc la droite d’équation y = 1 est une asymptote
horizontale a la courbe représentative de f.

f est dérivable en R\ {—2;1} comme fonction rationnelle de fonctions dérivables sur R\ {—2;1}.
On pose u(r) = 2> + x + 1 définie et dérivable sur R et u'(z) = 2z + 1

puis v(z) = 2° + x — 2 définie et dérivable sur R et v'(z) = 22 + 1

2e+1)(@@*+2-2)— (@ +2+1)2x+1) —3Q2z+1)
Alors f'(z) = (22 + 2 —2)2 (222 —2)2
donc
, —3(2x + 1)
x —00 -2 —1/2 1 +00
22 41 — | - 0+ | +
f'(z) + I + 0 - | —
+00 —1/3 +00
f(x) / | / N\ | \
1 —00 —00 1
1 1 1-2+4
1\ 1 37t T — 3 1
()=t s
4 2 4
_ (Va2 + 22 — Va2 + ) (Va2 + 2z + Va2 + x) B x

2. g(z) = Va2 + 22—V +

Si x > 0 alors

<\/1+ +\/1

done lim g(v) = 1—+1

Va2 +2z + Va2 + Vi 2r 4+ Vel v

- 1
L) 12+ /141

Mln—a

Exercice 3 :

l.ug=2"-0=1-0=1
w=2'—-1=2-1=1
Uy =22-2=4-2=2
ug=22-3=8-3=5

2 Upp1 — U, =2"" = (n+1)—=2"+n=2"2-1)—n—-1+n=2"-1
Or pour tout n > 02" > 1 donc 2" — 1 > 0 donc u,y1 —u, >0
Conclusion : pour tout n > 0, u,1 > u, donc (u,) est croissante.

Exercice 4 : On note (uy),>0 la suite dont w,, représente la somme, en francs, d’argent dans sa tirelire
lorsqu’il a 5+ n ans. On a donc

uy = 100

ug = 100 + (100 + 50) = 250

ug = 250 + (100 4 2 x 50) = 450

uy = 450 + (100 4+ 3 x 50) = 700
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On remarque que u, = u,_1 + 100 + 50(n — 1)
Recherchons une formule donnant w,, en fonction de n :

Up, = Up—1 + 100 + 50(n — 1)
= Uy_o + 100 + 50(n — 2) 4+ 100 4+ 50(n — 1)
= Up—3 + 100 + 50(n — 3) + 10 4 50(n — 2) 4+ 100 + 50(n — 1)

et si on continue comme ¢a jusqu’a u; on arrive a :
U, =u; +100(n — 1) +50[1 +24+3+...(n—3)+(n—2) + (n —1)]
donc

Uy, = 100 +100(n — 1) +50[14+2+3+...(n =3) + (n —2) + (n — 1)]

Vérifions que cette formule fonctionne pour les termes que I'on connait :

ug = 100+ 100 x 1+ 50(1) = 100 + 100 + 50 = 250

ug = 100 + 100 x 2 + 50(1 4+ 2) = 100 + 200 + 150 = 450

u3=1004+100x3 4 50(1 4+ 2 + 3) = 100 + 300 + 300 = 700

Conclusion :

A 18 ans il aura uy4 francs dans sa tirelire :

u14 = 1004+ 100 x 13+ 50(1 +2+ 3 + ... 4+ 13) = 100 + 1300 + 50 x 91 = 5950
A sa majorité il aura 5950 F ou environ 907 euros.

Complément : 14+2+34+4+...+(n—3)+ (n—2)+ (n— 1) est la somme des termes d’une suite
arithmétique de raison 1 et de premier terme 1.
Vous verrez plus tard que

1+2+3+...+(n—-1)=

et donc que
u, = 100 4 100(n — 1) + 25n(n — 1) = 100 4+ 100n — 100 + 25n% — 251 = 250 + 75n
donc

n(n —1)
2

Uy = 2512 + 7hn
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