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1 Activités préparatoires

1.1 Limites en +c0 et en —c0

Fiche d’activités & ActivitesPrepalLimitesl.pdf &

1.2 Limites en a

Fiche d’activités & ActivitesPrepaLimites2.pdf &

Fiche d’activités & ActivitesPrepaLimites3.pdf &

2 Limites en +o00

2.1 Définition intuitive

Les trois résultats principaux sont les suivants :

Lorsque x devient de plus en plus grand en valeur positive (r — +00) :

w Si f(z) devient de plus en plus grand en valeur positive,on note : hl—‘? f(z) = +o0
T—T00

w Si f(z) devient de plus en plus grand en valeur négative,on note : liI_iI_l flx) = -0
T—1T00

w Si f(z) devient de plus en plus proche d’un réel [,on note : lir}rn flx) =1

Lecture des limites :
— lim f(x) = +o0 se lit :
T——+00
1. f a pour limite +o00 lorsque x tend vers 400

2. La limite de f(x) lorsque x tend vers +o0 est +00

— lim f(x) = —o0 se lit :
T——+00

1. f a pour limite —oo lorsque z tend vers 400

2. La limite de f(x) lorsque x tend vers +o0 est —oo

- lim f(x)=1I1selit:

T——+00
1. f a pour limite [ lorsque x tend vers +oo

2. La limite de f(x) lorsque z tend vers +oo est [

2.2 Définition mathématique

w SiVm € RT, il existe a € R tel que > a = f(z) > m alors on note : lim f(z) = +o0

r——400
w SiVm € R7, il existe a € R tel que z > a = f(x) < m alors on note : liIJ'I_l flx) = -0
T—100

w SiVe € RY, il existe a € R tel que x > a = f(x) €]l — €;1 + €[ alors on note : lir}rq flz)=1

Lycée Stendhal, Grenoble _4-
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2.3 Exemples

1. lim 2% =+o00
r——+00

1
2. lim 24 —-=2

r——+00 €T

Lycée Stendhal, Grenoble -5-
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3 Limites en —c0

3.1 Définition intuitive

Les trois résultats principaux sont les suivants :

Lorsque x devient de plus en plus grand en valeur négative (r — —0) :
( La valeur absolue de x est treés grande mais x est négatif )

w Si f(x) devient de plus en plus grand en valeur positive,on note : lim f(x)= 400
Tr——00

w Si f(x) devient de plus en plus grand en valeur négative,on note : lim f(z) = —o0
T——00

w Si f(z) devient de plus en plus proche d’un réel [,on note : lim flz) =1

Lecture des limites :
— lim f(x) = 400 se lit :
T——00
1. f a pour limite +oo lorsque x tend vers —oo

2. La limite de f(x) lorsque x tend vers —oo est +00
- lim f(z) = —o0 selit :
z——o0
1. f a pour limite —oo lorsque z tend vers —oo
2. La limite de f(x) lorsque z tend vers —oo est —oo

- lim f(x)=1I1selit:

T—+00
1. f a pour limite [ lorsque z tend vers —oo

2. La limite de f(x) lorsque z tend vers —oo est [

3.2 Définition mathématique

m Si ¥m € RT, il existe a € R tel que < a = f(z) > m alors on note : lim f(z) = 400
T——00

w SiVm € R7, il existe a € R tel que 2 < a = f(x) < m alors on note : lim f(x)= —o0
Tr——00

m Si Ve € RY, il existe a € R tel que < a = f(x) €]l — €1+ €[ alors on note : lim f(x) =1

Tr— —00

Lycée Stendhal, Grenoble _6-
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3.3 Exemples

1. lim 2% =+o00
T——00

1
2. lim 24 —-—=2
z

T—r—00

3. lim z°=-00
T——00

Lycée Stendhal, Grenoble -7-
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4 Limites en a

4.1 Définition intuitive

On note f une fonction. On note a € R tel que a € Dy ou a est une borne de Dy. Les trois résultats
principaux sont les suivants :

Lorsque x prend des valeurs de plus en plus proche de a (z — a) :

w Si f(x) devient de plus en plus grand en valeur positive,on note :lim f(z) = +o0
r—a

w Si f(x) devient de plus en plus grand en valeur négative,on note :lim f(z) = —oo
T—a

w Si f(z) devient de plus en plus proche d’un réel [,on note :lim f(x) =1

Lecture des limites :
— lim f(x) = +o0 se lit :
r—a
1. f a pour limite +oo lorsque x tend vers a

2. La limite de f(x) lorsque z tend vers a est +00

— lim f(x) = —o0 se lit :

1. f a pour limite —oo lorsque x tend vers a

2. La limite de f(x) lorsque z tend vers a est —oo

— lim f(x) =1 selit :

r—a

1. f a pour limite [ lorsque = tend vers a

2. La limite de f(zx) lorsque z tend vers a est [

4.2 Définition mathématique

w SiVm € RT, il existe § € RY, tel que = €]a — 6;a + 6[= f(x) > m alors on note :lim f(z) = +oo
w SiVm € R™, il existe 6 € R’} tel que x €la — d;a + 0[= f(
w SiVe € RY, il existe § € RY tel que x €]a — d;a + §[= f(x) €]l — €1 + €] alors on note :lim f(z) =1

r—a

x) < m alors on note ;13111 f(z) = —o0

Remarque :

Sia € Dy alors lim f(z) = f(a)

r—a

Lycée Stendhal, Grenoble _8-
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4.3 Exemples

1
1. lim — =400
xIHOJ,‘

3. lim(4r —7)* =1

z—2

Lycée Stendhal, Grenoble
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Remarque :
Certaines fonctions n’ont pas de limite. Exemples :

1. lim /x n’existe pas.

z——3

2. lim cos(z) n’existe pas.
T——+00

3. lim cos(x) n’existe pas.
T—r—00

4. lim sin(x) n’existe pas.
T——+00

Lycée Stendhal, Grenoble -10-
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5 Opérations sur les limites

5.1 Opérations usuelles
5.1.1 Limite d’une somme

La limite de f 4 ¢ en fonction de la limite de f et de celle de g, est donnée dans le tableau ci-dessous :

_|_ lim f(z) = +o0 lim f(z) = —o0 lim f(z) =1

limg(z) = +o00 lim f(z) + g(z) = 400 lim f(z) + g(x) =7 lim f(z) + g(z) = +o0

limg(z) = —o00 lim f(z) + g(z) =7 lim f(x) + g(z) = —oc0 | lim f(x) + g(z) = —c0
limg(z) =1’ lim f(z) + g(z) = +oo | lim f(z) + g(x) = —oc0 | lim f(z) +g(z) =1+ 1’
Exemples :
1 3 1
e lim %:06‘5 lim —— =0donc| lim 3+7+——3
r—+400 I r—-+00 x r—-+00 x
° lirE1 22 = +o00 et liIEl T = —oo donc lir+n 22 + x + 3 est une forme indéterminée. 11 va falloir

trouver une autre méthode pour trouver cette limite (voir plus bas).

2 2
e lim — = +oo et lim bx = 0 donc 111%10—1——2—1—536:—1—00
T— X

z—0 12 z—0
1
. 2 _ i = i =
ol 3402 boo et i Sr = oo done i g =

1

m - 45z =
m—1>r4£1003$2+5x+2+m oo

donc

Lycée Stendhal, Grenoble _11-
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5.1.2 limite d’un produit

La limite de f x g en fonction de la limite de f et de celle de g, est donnée dans les tableaux
ci-dessous :

X lim f(x) = +o0 lim f(z) = —o0 lim f(x) =1#0

limg(z) = +o00 lim f(x) X g(x) = 400 | lim f(z) X g(x) = —o0 | lim f(z) X g(x) = £oo

limg(z) = —o0 lim f(z) X g(z) = —oo | lim f(z) X g(x) = 400 | lim f(z) X g(x) = +o0

limg(z) =1 #0 | limf(z) X g(z) =+o0 | lim f(z) X g(x) = +oo | lim f(z) x g(x) =1 x I

Exemples :

e lim 5z+3=+occet lim —32°+4=—ocodonc| lim (5z+3)(—32*+4) = —c0

r—400 r—400 T——+00

o lim 22 =9et lin%(ac3 +3) = 90 donc | lim z%(23 + 3) = 810
Tr— r—

r—3

X lim f(x) = +o00 lim f(z) = —o0 lim f(z) =1#0

limg(xz) =0 lim f(x) x g(x) =7 lim f(x) x g(x) =7 lim f(x) x g(x) =0

Exemple :

1 1 1
e lim 2+ —=2et lim — =0donc| lim <2—|—> ()zO
T

r—-+400 x r—-+00 x2 r——+00

Lycée Stendhal, Grenoble _12-
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5.1.3 limite de l’inverse
1
La limite de e en fonction de la limite de f , est donnée dans les tableaux ci-dessous :
f(z) lim f(z) = +o0 lim f(z) = —o0 lim f(z) =1#0
1 1 1 1 1
— lim —— = 0" lim —— =0~ lim —— = -
f(x) f(x) f(x) flx) 1
Exemples :
. 3 . 1 _
e lim z° = —oodonc| lim — =0
T——00 Tr—+o00 I
. . 1 +
e lim z=+4+ocodonc| lim —— =0
r——+00 T——+00 x
e lim 3z + 2 =5 donc | lim _!
z—1 - z—13x + 2 5
f(z) lim f(z) = 0" lim f(z) =0~
1 lim L +00 lim .
f(z) f(x) f(x)

Exemples :

e lim 3z —6=0" donc
xz:)Q

e lim 3z —6=0" donc

r — 2
r>2

lim = -0
z—23x—6

<2

im = 400
z—23r—6

x>2

5.2 Limites d’une différence ou d’un quotient

Pour étudier la limite d’une différence ou d’un quotient, on utilise les regles suivantes pour
revenir aux opérations précédentes :

Lycée Stendhal, Grenoble
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Exemple :
) 1 1 . 1 1
e lm2+—+—-—=2 et Iim3——+—-—=3
T2 2?2 x L1 z—2 x?
d li =2X - =—
DO U | 373
2 =z
1 1
2+*2+* )
donc 1111;%25
€r—
3_7 —_
:r2+x

5.3 Les formes indéterminées

Voila les trois formes indéterminées a connaitre :

e lim f(z) = 400 et lim g(z) = —oo alors lim f(x) + g(z) =7 ( Forme indéterminée )
o lim f(z) = +o0 et limg(z) = 0 alors lim f(x) x g(x) =7 ( Forme indéterminée )

o lim f(z) = —oo et limg(z) = 0 alors lim f(x) x g(x) =7 ( Forme indéterminée )

Pour trouver la limite d’une forme indéterminée, on transforme ’espression pour que la limite
soit déterminée.

Exemple 1 : On souhaite trouver hm Vr+3—+x
lim vz +3=+4o00et hI_P —f— —00

T—+00

donc lim vz + 3 — /z est une forme indéterminée.

T—-+00

Or\/ﬁ_\/g:(\/ﬁ_f)(\/ﬁ-i-f)_ (x4+3)—z 3

VI+3+z S Vr+3+vr Vo +3+e
or hIJP Vo +3+Vxr=+oo

donc
lim Ve+3—+yz=0"
T—+00
3z 4+ bz 45
Exemple 2 : On souhaite trouver hm ST AOTEO
xT—+400 ?ZE2 —6xr—1
lim 3 5 5= t lim ——————— =07
lm 3¢% +50+5=tooet lim ooy
3 5 5 1
donc xll}rf@ % = xll}r_iI_l (322 + 5z + 5) x 622 — 60— 1 est une forme indéterminée.

5 5
m2<3++) 5,5, 5
3x2+5x+5_ Tz +x+x2

Y622 —6r—1 - 6 1
622 —6x—1 (6 1) o 6_1
x a2 r 2

5 5 6 1
or lim 3+ — +——Set lim 6————2—6
T——+00 xT T——+00 X T
done  lim w a1 _3_1
z—+00 622 — 62 — 1 6 6 2

Lycée Stendhal, Grenoble _14-
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6 Les asymptotes

6.1 Asymptotes horizontales

Définition :

La droite d’équation y = k est une asymptote horizontale a la courbe représentative
de f en +00 ou en —oo si et seulement si :
lim f(z)=kou lim f(z)=%k
T——0Q0

r——+00

Exemples :
O te f(z) =2+ L
e On note = _—
) T+5
lim =0"

La droite d’équation y = 2 est donc une asymptote horizontale a Cy en +o0

1
O t =24+ —
e On note f(x) +x+5
. 1
lim

ro—co T +5 0
donc lim f(z)=2

La droite d’équation y = 2 est donc une asymptote horizontale a Cy en —oo

E -
_I__
\ yr=2
(i)
T ; T 0 T ; T 0 ; T T
8 5 4 2 0 2 4
.
4

Lycée Stendhal, Grenoble _15-
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6.2 Asymptotes verticales

Définition :

La droite d’équation x = k est une asymptote verticale a la courbe représentative
de f si et seulement si :

lim f(z) = 400 ou lim f(z) = —c0
z—k z—k
Exemples :
3xr —2
O t =
e On note f(x) por
li =—
z 1l>n3 x—3 >
<3
et lim 3x —2="7donc lim f(x)=—00
z — 3 r— 3
<3 r<3
La droite d’équation x = 3 est donc une asymptote verticale a Cy.
3x — 2
O t =
e On note f(x) ——3
. 1
lim =+
r—3x—3
>3

et lim 3z —2="7donc lim f(x)= 400
z— 3 r — 3
>3 >3
La droite d’équation z = 3 est donc une asymptote verticale a Cy.

10
=3
_b‘hh“‘nx
1 1 1 1
-5 n] 5 10
-1|:|_

Lycée Stendhal, Grenoble _16-
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6.3 Asymptotes obliques

Définition :

La droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a la courbe représentative
de f en +00 ou en —oo si et seulement si :
lim [f(z)— (ax+b)]=00u lim [f(z)— (ax+b)]=0
rT——00

T——400

222 + 9z + 8
e Exercice On note f(z) = %
1. Démontrer que f(z) =2z + 3 — 41_3
2. Calculer i [f(ﬂc (2z + 3)]
3. Calculer hm [f(z) — (22 + 3)]
4. En dédulre que la droite A d’équation y = 2z + 3 est une asymptote oblique a Cy en
+o0.

m Correction de 1’exercice :

1. Vz € R\ {-3}
1 2z +3)(x+3)—1 222 +6x+32x+9—-1 227 +92+38

2 3 — = = =
on a 2x + 13 13 P p
1
2. D’apres la premiere question f(z) — (22 4+ 3) = =53
x
donc 1
. B _ N
. 1 _
3. xll)rfloo[f(x)—@x—i—?))]—xllmoo$+3 0

4. D’apres le 2. et 3. la droite A d’équation y = 2z + 3 est bien asymptote oblique a Cy
en +oo et —oo

7 Exemples
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