
Le Produit Scalaire

( En première S )
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comme n’admettant
pas l’hypocrisie et le
vague, mes deux bêtes
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1 Définition et Propriétés

Le plan est muni d’un repère orthonormal (O,
−→
i ,
−→
j ). On note −→u et −→v deux vecteurs non

nuls.

1.1 Définition du produit scalaire

Déinition 1

On appelle produit scalaire des vecteurs −→u et −→v le nombre réel
noté −→u · −→v défini par :

−→u · −→v =‖ −→u ‖ × ‖ −→v ‖ × cos(Ö−→u ,−→v )

Remarque :
à Si l’un des vecteurs est nul alors −→u · −→v = 0

1.2 Produit scalaire et commutativité

Propriété 1

∀−→u ,∀−→v on a −→u · −→v = −→v · −→u

Démonstration :
∀−→u ,∀−→v on a cos(Ö−→u ,−→v ) = cos(Ö−→v ,−→u )

donc −→u · −→v =‖ −→u ‖ × ‖ −→v ‖ × cos(Ö−→u ,−→v ) =‖ −→v ‖ × ‖ −→u ‖ × cos(Ö−→v ,−→u ) = −→v · −→u

1.3 Produit scalaire et vecteurs colinéaires

Propriété 2

On note −→u et −→v deux vecteurs colinéaires. Il existe donc λ ∈ R
tel que −→u = λ−→v .

Si λ > 0 (−→u et −→v dans le même sens ) alors −→u · −→v =‖ −→u ‖ × ‖ −→v ‖

Si λ < 0 (−→u dans le sens contraire de −→v ) alors −→u · −→v = − ‖ −→u ‖ × ‖ −→v ‖

4



Démonstration :
On note −→u et −→v deux vecteurs colinéaires. Il existe donc λ ∈ R
tel que −→u = λ−→v .

à Si λ > 0 alors cos(Ö−→u ,−→v ) = 1 donc
−→u · −→v =‖ −→u ‖ × ‖ −→v ‖ × cos(Ö−→u ,−→v ) =‖ −→u ‖ × ‖ −→v ‖
à Si λ < 0 alors cos(Ö−→u ,−→v ) = −1 donc
−→u · −→v =‖ −→u ‖ × ‖ −→v ‖ × cos(Ö−→u ,−→v ) = − ‖ −→u ‖ × ‖ −→v ‖

1.4 Produit scalaire et vecteurs orthogonaux

Propriété 3

Soient −→u et −→v deux vecteurs non nuls, alors −→u⊥−→v ⇔ −→u · −→v = 0

Démonstration :
à (⇒) :

Si −→u⊥−→v alors (Ö−→u ,−→v ) =
π

2
+ 2kπ avec k ∈ Z donc cos(Ö−→u ,−→v ) = 0 alors −→u · −→v = 0 à

(⇐) :
Si −→u · −→v = 0, ‖ −→u ‖6= 0 et ‖ −→v ‖6= 0

alors cos(Ö−→u ,−→v ) = 0 donc (Ö−→u ,−→v ) =
π

2
+ 2kπ avec k ∈ Z et donc −→u⊥−→v

Remarque :

Si −→u = −→v alors cos(Ö−→u ,−→u ) = 1 donc −→u · −→u =‖ −→u ‖2
Définition 2

On nomme carré scalaire de −→u le nombre réel noté −→u 2 tel que
−→u 2 = −→u · −→u =‖ −→u ‖2

2 Interprétation géométrique

On note −→u et −→v deux vecteurs non nuls.
Soient O, A et B trois points du plan tels que −→u =

−→
OA et −→v =

−−→
OB

2.1 Définition géométrique du produit scalaire

Définition 3 (Autre définition du produit scalaire )
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−→u · −→v =
−→
OA ·

−−→
OH

où
−−→
OH est le projeté orthogonal de

−−→
OB sur (OA)

Démonstration :
à Premier cas :

Figure 1

Dans le triangle OHB rectangle en H on a : cos(
Ù−→
OA,
−−→
OB) = cos(ÖHOB) =

OH

OB

d’où OB × cos(
Ù−→
OA,
−−→
OB) = OH

donc
−→
OA ·

−−→
OB = OA×OB × cos(

Ù−→
OA,
−−→
OB) = OA×OH =

−→
OA ·

−−→
OH

donc

−→
OA ·

−−→
OB =

−→
OA ·

−−→
OH
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à Deuxième cas :

Figure 2

Dans le triangle HOB rectangle en H on a : cos(
Ù−−→
OH,

−−→
OB) = cos(ÖHOB) =

OH

OB

orÖHOB = π −ÖAOB d’où cos(π −ÖAOB) =
OH

OB
= − cos(ÖAOB) [Rappel :

cos(π − α) = − cos(α)]

donc OB × cos(ÖAOB) = −OH

donc
−→
OA ·

−−→
OB = OA×OB × cos(

Ù−→
OA,
−−→
OB) = OA× (−OH) =

−→
OA ·

−−→
OH

donc
−→
OA ·

−−→
OB =

−→
OA ·

−−→
OH

2.2 Retour aux propriétés du produit scalaire

2.3 Remarques et exemples

à Propriété n̊ 3 :

Si
−→
OA⊥

−−→
OB alors le projeté orthogonal de B sur (OA) est 0 donc

−→
OA ·

−−→
OB = 0

à Propriété n̊ 1 :

Figure 3
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−→
OA ·

−−→
OB =

−→
OA ·

−−→
OH et

−−→
OB ·

−→
OA =

−−→
OB ·

−−→
OK donc d’après la propriété 1 on a

−→
OA ·

−−→
OH =

−−→
OB ·

−−→
OK

Première remarque :
2

Figure 4

−→
OA ·

−−→
OB =

−→
OA ·

−−→
OH

=
−→
OA ·

−−→
OC

=
−→
OA ·

−−→
OD

=
−→
OA ·

−−→
EF

=
−→
OA ·

−→
GJ

3 Produit scalaire et opérations

3.1 Distributivité du produit scalaire

Propriété 4 ( A admettre )
On note −→u , −→v et −→w trois vecteurs.

(1) −→u · (−→v +−→w ) = −→u · −→v +−→u · −→w
(2) (−→v +−→w ) · −→u = −→v · −→u +−→w · −→u

3.2 Linéarité du produit scalaire

Propriété 5
On note −→u , −→v et α un réel
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(1) −→u · (α−→v ) = α−→u · −→v
(2) (α−→u ) · −→v = α−→u · −→v

Démonstration :
Démontrons que −→u · (α−→v ) = α−→u · −→v
−→u · (α−→v )

=‖ −→u ‖ × ‖ α−→v ‖ cos(−→u , α−→v )
=‖ −→u ‖ ×|α| ‖ −→v ‖ cos(−→u , α−→v )
=|α| ‖ −→u ‖ × ‖ −→v ‖ cos(−→u , α−→v )

Il faut maintenant envisager trois cas :
à Si α > 0 alors |α| = α et cos(−→u , α−→v ) = cos(−→u ,−→v )
donc
−→u · (α−→v ) = α ‖ −→u ‖‖ −→v ‖ cos(−→u ,−→v )
d’où : −→u · (α−→v ) = α−→u · −→v
−→u · (α−→v )
à Si α < 0 alors |α| = −α et cos(−→u , α−→v ) = cos(π + (−→u ,−→v )) = − cos(−→u ,−→v )
donc
−→u · (α−→v )
= −α ‖ −→u ‖‖ −→v ‖ [− cos(−→u ,−→v )]
= α ‖ −→u ‖‖ −→v ‖ cos(−→u ,−→v )
= α−→u · −→v
à Si α = 0 alors |α| = 0

donc −→u · (α−→v ) = −→u · −→0 = 0
et α−→u · −→v = 0×−→u · −→v = 0
donc −→u · (α−→v ) = α−→u · −→v

La démonstration de (α−→u ) · −→v = α−→u · −→v est identique.

3.3 Autres définitions du produit scalaire

Soient −→u et −→v deux vecteurs.
Propriété 5

(1) ‖ −→u +−→v ‖2=‖ −→u ‖2 + ‖ −→v ‖2 +2−→u · −→v

(2) ‖ −→u −−→v ‖2=‖ −→u ‖2 + ‖ −→v ‖2 −2−→u · −→v

(3) (−→u +−→v ) · (−→u −−→v ) =‖ −→u ‖2 − ‖ −→v ‖2
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Démonstration :
(1)
‖ −→u +−→v ‖2= (−→u +−→v ) · (−→u +−→v ) = (−→u +−→v ) · −→u + (−→u +−→v ) · −→v
donc ‖ −→u +−→v ‖2= −→u · −→u +−→v · −→u +−→u · −→v +−→v · −→v
alors ‖ −→u +−→v ‖2=‖ −→u ‖2 +2−→u · −→v + ‖ −→v ‖2
(2)
‖ −→u −−→v ‖2= (−→u −−→v ) · (−→u −−→v ) = (−→u −−→v ) · −→u − (−→u −−→v ) · −→v
donc ‖ −→u −−→v ‖2= −→u · −→u −−→v · −→u −−→u · −→v +−→v · −→v
alors ‖ −→u −−→v ‖2=‖ −→u ‖2 −2−→u · −→v + ‖ −→v ‖2
(3)
(−→u +−→v ) · (−→u −−→v ) = −→u · −→u −−→v · −→v =‖ −→u ‖2 − ‖ −→v ‖2
A l’aide des formules (1) et (2) nous pouvons définir le produit scalaire de deux vecteurs
−→u et −→v de la façon suivante :

−→u · −→v =
1

2

�
‖ −→u +−→v ‖2 − ‖ −→u ‖2 − ‖ −→v ‖2

�

−→u · −→v =
1

2

�
‖ −→u ‖2 + ‖ −→v ‖2 − ‖ −→u −−→v ‖2

�

4 Expression analytique du produit scalaire

(O,
−→
i ,
−→
j ) est un repère orthonormal et les coordonnées des vecteurs −→u et −→v sont

−→u (x, y) et −→v (x′, y′)

4.1 Coordonnées d’un vecteur

Figure 5

On a
−→
i · −→u =

−→
i ·
−−→
OH =

−→
i · x−→u

−→
i = x−→u

−→
i · −→i = x−→u
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et−→
j · −→u =

−→
j ·
−−→
OG =

−→
j · y−→u

−→
j = y−→u

−→
j · −→j = y−→u

Conclusion :

Les coordonnées du vecteur −→u sont (
−→
i · −→u ;

−→
j · −→u )

4.2 Expression analytique d’un produit scalaire

Propriété 6

−→u · −→v = x× x′ + y × y′

Démonstration :
−→u · −→v = (x

−→
i + y

−→
j ) · (x′−→i + y′

−→
j ) = x

−→
i · x−→i + x

−→
i · y′−→j + y

−→
j · x′−→i + y

−→
j · y′−→j

= xx′ ‖ −→i ‖2 +xy′
−→
i · −→j + yx′

−→
i · −→j + yy′ ‖ −→j ‖2

or ‖ −→i ‖=‖ −→j ‖= 1 et
−→
i · −→j = 0 car

−→
i ⊥−→j

donc −→u · −→v = xx′ + yy′

5 Les différentes expressions du produit scalaire

Voilà donc les différentes expressions que l’on peut utiliser pour exprimer le produit
scalaire de deux vecteurs −→u et −→v :

(1) −→u · −→v =‖ −→u ‖ × ‖ −→v ‖ × cos(Ö−→u ,−→v )

(2) Si
−→
OA = −→u et

−−→
OB = −→v alors −→u · −→v =

−→
OA ·

−−→
OH

avec
−−→
OH le projeté orthogonal de

−−→
OB sur (OA)

(3) −→u · −→v =
1

2

�
‖ −→u +−→v ‖2 − ‖ −→u ‖2 − ‖ −→v ‖2

�

(4) −→u · −→v =
1

2

�
‖ −→u ‖2 + ‖ −→v ‖2 − ‖ −→u −−→v ‖2

�

(5) Dans un repère (O,
−→
i ,
−→
j ) si les vecteurs ont pour coordonnées

−→u (x, y) et −→v (x′, y′) alors −→u · −→v = xx′ + yy′
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