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1 Définition et Propriétés
. N -
Le plan est muni d’un repere orthonormal (O, i, j ). On note U et ¥ deux vecteurs non

nuls.
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1.1 Définition du produit scalaire

Déinition 1

On appelle produit scalaire des vecteurs U et U le nombre réel
noté o - v défini par :

T = T x| T xcos(T, D)

Remarque :
m Si I'un des vecteurs est nul alors @ - ¥ = 0

1.2 Produit scalaire et commutativité

Propriété 1

Vﬁ,V?onaﬁ-?z?-ﬁ

Démonstration : o
VU,V on acos(U, V) = cos( T, 7/)\ -
done @ -0 =« | x| V|| xcos(d, V) =|| V|| x| & || xcos(V,W)=7 -

1.3 Produit scalaire et vecteurs colinéaires

Propriété 2

On note o et ¥ deux vecteurs colinéaires. Il existe donc A € R

tel que U =\0.
SiA>0 (W et ¥ dans le méme sens ) alors @ - v =|| @ || x || 7 |

Si A < 0 (U dans le sens contraire de ¥ )alors @ -7 = — | @ || x | 7 ||




Démonstration :
On note o et ¥ deux vecteurs colinéaires. Il existe donc A € R

tel que U =\7. -

m Si A > 0 alors cos(W, V) = 1 donc

U-T = x| V| xeos(W, V) =) T || x || V|

m Si X < 0 alors cos(, V) = —1 donc

U= x| T | xeos(T,T) =~ || T | x || T |

1.4 Produit scalaire et vecteurs orthogonaux

Propriété 3

Soient @ et ¥ deux vecteurs non nuls, alors UiV W -7 =0

Démonstration :
{11 (:>) :
Si WL alors (W, ) = g + 2k avec k € Z donc cos(w, V) =0 alors @ - ¥ = 0 m

(<)

Siw-V =0, [#0et | T [#0

alors cos(w,7) =0 donc (U, V) = g + 2k7 avec k € Z et donc U LV
Remarque :

Si W = ¥ alors cos(W, @) =1donc @ - U =|| o |?
Définition 2

On nomme carré scalaire de ¥ le nombre réel noté o2 tel que

w =" =]

2 Interprétation géométrique

On note @ et ¥ deux vecteurs non nuls. .
Soient O, A et B trois points du plan tels que @ = OA et ¥ = O?

2.1 Définition géométrique du produit scalaire

Définition 3 (Autre définition du produit scalaire )



-7 =04 OH
ott OH est le projeté orthogonal de OB sur (OA)

Démonstration :
m Premier cas :

Figure 1

— H
Dans le triangle OH B rectangle en H on a : COS((TZI, O?) = cos(HOB) = g—B

d’ou OB x COS(O—1>4, @) =OH
doncﬁ-(ﬁ:OAxOBxcos(O—IZLO?):OAx OH = OA-OH

donc

OA-OB=04-0OH



e Deuxieme cas :
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Figure 2
i OH,0B) = cos(HOB) = 21
Dans le triangle HOB rectangle en H on a : cos(OH,0B) = cos(HOB) = OB
S — — H —

or HOB =1 — AOB d’ou cos(m — AOB) = g—B = —cos(AOB) [Rappel :

cos(m — a) = — cos(a)]
donc OB x cos(AOB) = —OH
— —

donc@-o'ﬁ:%xOBxcos(OA,o'J§)=0A>< (—OH) = OA-OH
donc OA-OB = OA -OH

2.2 Retour aux propriétés du produit scalaire
2.3 Remarques et exemples

> P_rc;priété n 3: N
Si OAJ_O? alors le projeté orthogonal de B sur (OA) est 0 donc OA - O? =0
m Propriété n” 1 :

Figure 3



O—zzl-O?:O—le-OT[}etO?-O—zzl:()?~0—f>(doncd’apréslapropriété1ona

OA.OH = OB -ORk

Premieére remarque :
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3 Produit scalaire et opérations

3.1 Distributivité du produit scalaire

Propriété 4 ( A admettre )
On note 7, T et W trois vecteurs.

(1) @ - (¥ + W)
2)(V+W)-u

U+ Ud
TS TS

3.2 Linéarité du produit scalaire

Propriété 5
On note @, ¥ et a un réel



W) W-(a?)=ad -V
2) (W) -V =ad -V
Démonstration :
Démontrons que ¥ - (a¥) = oW - ¥
U - (o)

= || x || ¥ | cos(W, V)

=1 @ || x|a] | T || cos(U, )

=lal | & || x| ¥ || cos(, )
Il faut maintenant envisager trois cas :

w Si > 0 alors o] = a et cos(U,a) = cos(W, V)

donc

T (0T)=a | T || T || cos(T, )
dou: u - (a?)=ad -

U (o)

m Si o < 0 alors | = —a et cos(W,a ) = cos(m + (U, 7)) = —cos(, V)
donc

U (o)

—a || @ || 7 | [~ cos(W, ¥)]

o | T |7 | cos(, )

=aW -V

w Si o =0 alors || =0

doncﬁ-(a?)zﬁ-ﬁzo

eta® - U=0x"-U =0

done ¥ - (a¥)=ad -V

La démonstration de (W) - ¥ = oW - ¥ est identique.

3.3 Autres définitions du produit scalaire

Soient 7 et ¥ deux vecteurs.
Propriété 5

W Z+7P=IT 2+ 7 +20 -
QN -7 P=I" P+ V-2
B)(A+V)- (L =) =" )P V|




Démonstration :

(1)

1T+ |P= (T +7) (X+T)=(T+7) -7+
done | T+ 7 |P=T-F+7 - T+T T +7 7
alors || @+ 2= @ |2 427 - T+ | ¥ |

(2)

| -TP=Z - (Z-)="-")-d— (L -7V
done |-V P="¥ - U -7 -4 -U-T+7 -0

alors | @ — 0 |I’P=|| 7 |? =24 - U+ | 7 |?

(3)
(T+7) (T -V)="-d -V -T=|T | 7|

A Paide des formules (1) et (2) nous pouvons définir le produit scalaire de deux vecteurs
U et W dela fagon suivante :

qT = (| TAT PP ]

L\DM—~

qT =g (I PHINT T -]

l\DM—l

4 Expression analytique du produit scalaire

—- = N ‘
(O, i, j) est un repeére orthonormal et les coordonnées des vecteurs U et ¥ sont

U (z,y) et V(2,y)

4.1 Coordonnées d’un vecteur

Figure 5

Onaz- =7 O‘H}:? :1‘7?-?::67
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et
Jw=7-0G=7 yai =vai ] =vu
Conclusion :

= =
Les coordonnées du vecteur o sont (7 - u; j - U)

4.2 Expression analytique d’un produit scalaire

Propriété 6

’ 7-7:xxxl+yxyl

Démonstra_t)ion _)
U= (xz—l—y]‘g ('@ +

s .
= xa/ N A A

| i |* +ay’ iyt '
j

— —
y]+y] xz"‘@/] yﬂ
||—1et i -7 =0car 7L

'+ yy

or [ ¢ |=||
donc @ - ¥
5 Les différentes expressions du produit scalaire

Voila donc les différentes expressions que I'on peut utiliser pour exprimer le produit
scalaire de deux vecteurs U et

(1) BT =T x| T | xcos(L, D)

(2) SiOA= et OB =7 alors 7 -7 = OA-OH
avec OH le projeté orthogonal de OB sur (OA)

(3) U=l TAT NPT ]

DN | =

(®) T =g IT PN T P77

(5) Dans un repere (O, i, j ) si les vecteurs ont pour coordonnées

U (z,y) et V(2 y') alors @ - U = aa’ + yy
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