2010 — 2011 Les fonctions de référence Classe de Premiére S

Les fonctions de référence
( En premieére S )

Derniére mise a jour : Jeudi 01 Septembre 2010

Vincent OBATON, Enseignant au lycée Stendhal de Grenoble (Année 2006-2007)

Lycée Stendhal, Grenoble -1-



2010 — 2011

Les fonctions de référence

Classe de Premieére S

Lycée Stendhal, Grenoble

J’aimais et  jaime
encore les mathéma-
tiques pour elles-mémes
comme n’admettant
pas l'hypocrisie et le
vague, mes deux bétes
d’aversion.

Stendhal



2010 — 2011 Les fonctions de référence

Classe de Premieére S

Table des matieres

1 Objectifs

2 Les fonctions affines (2nde)

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

Définition . . . . .. ... ... o
Domaine de définition . . . . .. ... ... ... ...
Tableau des signes . . . . . ... ... ... ......
Tableau des variations . . . . . .. .. ... ... ...
Représentations graphiques . . . . . . ... ... ...

3 Les fonctions du second degré (2nde et lére)

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8

3.9

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

Définition . . . . . . .. ...
Domaine de définition . . . . .. ... ... ... ...
Les différentes formes . . . . . .. ... ... ... ..
Racines du polynémes . . . . . .. ... ... ... ..
Tableau des signes . . . . . . ... ... .. ......
Tableau des variations . . . . ... ... ........
Représentations graphiques . . . . . . ... ... ...
Différentes équations . . . . . .. .. ... ... L.
3.8.1 Equations bicarrées . .. ... .. .. ... ..
3.8.2 Autres équations . . . .. ... ... ... ...
Différentes inéquations . . . . . . . .. ... ... ...

Les fonctions homographiques (2nde)
Définition . . . . .. .. ...
Domaine de définition . . . . . . ... ... ... ...
Tableau des signes . . . . . . ... ... ........
Les différentes formes . . . . .. ... ... ... ...
Tableau des variations . . . . .. ... ... ... ...

5 TUne nouvelle fonction : Valeur absolue

5.1

Valeur absolue . . . .. ... ... ... ........
5.1.1 Définition . . . . . . . ... ... ...
5.1.2 Domaine de définition . . . . ... ... .. ..
5.1.3 Différentes formes . . . . ... ... ... ...
514 Signe . . ... ...
5.1.5 Variations . . . . . . . . . ... ... ... ...
5.1.6 Représentation graphique . . . .. .. .. ...

6 Applications

Lycée Stendhal, Grenoble

14

........... 14
........... 15
........... 15
........... 15
........... 16

16

........... 16
........... 16
........... 17
........... 17
........... 17
........... 17
........... 18

18



2010 — 2011 Les fonctions de référence Classe de Premiere S

1 Objectifs

L’objectif de ce chapitre et de malitriser parfaitement les fonctions polynémes du
second degré, différentes formes, racines du polynome, signes du polynomes, tableaux
des variations et courbes représentative. il faut ensuite savoir utiliser ces nouvelles
connaissances dans des exercices plus complets et en ayant encore vos connaissances de
seconde sur les fonctions de référence.
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2 Les fonctions affines (2nde)

2.1 Définition

Les fonctions aflines sont les fonctions de la forme :

‘f:m%)ax+baveca€R*etb€R‘

- =
On note Cy la représentation graphique de f dans un repere (O, i, j
Exemples :

)

I

1. frxr—22+3
. frxr—4—bx

2

dx 4+ 7
3. frx+— P
4

3

. frxr—mr—5

fix— 3Vbz 47

Vocabulaire :

On nomme a le coefficient directeur de Cy, ou le taux de variation de f ou la

pente de Cy.
Remarques :

at

f(z2) — f(21)

1. Pour tout x; et x4 réelles tels que x1 # x, 0on a:|a =

9 — X1
Yp —Y,
2. Si A et B sont deux points distincts de Cy alors : |a = Bz A
Xp—Xa

3. Cy passe par le point (0;b)

2.2 Domaine de définition

f(x) existe pour toutes les valeurs de x réelles. Donc

2.3 Tableau des signes

fle)=0< ax+b=0< axr = —bor a # 0 donc on peut diviser par a.

b
f(:c):()(:)x:—a.

b
On dit que = —— est la solution de f(z) = 0 ou la racine de f.
a
x ‘ —00 —b/a +o0
f(zx) ‘ Signe opposé de a 0 Signe de a
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2.4 Tableau des variations

Les variations des fonctions affines dépendent du signe du taux de variation a.
Si a est positif :

Si a est négatif :

2.5 Représentations graphiques

La représentation graphique d’une fonction affine est une droite. Elle passe par le point
(0,b) et son coefficient directeur donne la direction.

3 Les fonctions du second degré (2nde et lére)

3.1 Définition

Les fonctions polynoémes du second degré sont les fonctions de la forme :

f:m%am2+b:1;+caveca€R*,bGRC‘ECGR‘

- =
On note Cy la représentation graphique de f dans un repere (O, i, j)

Exemples :
1. [z 2?
2. fix—4a? +52—7
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3. frxr—d(z—2)%+5
4. frxr— =3z -1)(2+2x)
5. frxr— (x+1)3 -2
1\2
6.f:m»—><:1;+2> —Z

3.2 Domaine de définition

f(z) existe pour toutes les valeurs de z réels donc

3.3 Les différentes formes
Les fonctions polynémes du second degré peuvent avoir plusieurs formes :

1. Forme développer : f : z — az® + bz + ¢
2. Forme factorisée : f: x +—— a(z — x1)(x — x2)
3. Forme canonique : f : z — a(z — a)®> + 3

Vous devez étres capable de passer de I'une a I'autre sans probleme.
Vocabulaire :
On note Racines du polynémes f, les réels vérifiant :

f(2) =0

Exemple :
On note f : z — 2z? — 42 — 6 une fonction polynémes du second degré.
Pour toutes les valeurs de = € R,

fl@) =22 — 40 —6]=2(? — 20— 3) = 2[(w — 1)2 — 1 - 3]
=2[(x—1)*—4] =2z —1)* -8
=2[(z—1)2-4] =2[z-1)*—(2)?] =2[(z— 1) - 2][(z — 1) + 2]
=2 —-1-2)(z—1+2) =2 -3)(x+1)|

flz)=0<=2(zx—-3)(z+1)=0<=z=3ouz=—-1
Les racines de f(z) sont 3 et —1.
Les solutions de f(z) = 0 sont 3 et —1.

3.4 Racines du polynomes

Les racines d’un polynémes f sont les réels = vérifiant f(z) = 0. Ce sont les solutions
de I’équations f(x) = 0.

Approche théorique de la recherche des racines de f(z) :

flx)=az? +bx+c
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b
On factorise par a car a # 0 et donc f(z) =a (m2 + -z + C>
a a
b
z? 4+ —z est le début d’une identité remarquable :
a

x2+éx— 1‘4—3 2— b 2
a 2a 2a

b b\> b\
On peut donc remplacer 22 + —x par (x + 2> — < >
a a

donc -~ ) )
flz)=a <x+2ba> —<2ba) +§
[ b2 b2 4ac
b\? b2—4

On nomme maintenant le discriminant du polynéme f(x).

Alors

. : b\> A
Peut-on factoriser la partie (2 4+ — | — — 7
2a 4a2

Il y a trois cas possibles :
1. Si A =0 c’est déja factorisé!
2. Si A > 0 alors on peut factoriser a I'aide d’une identité remarquable.

3. Si A < 0 alors on ne peut pas factoriser dans R.

Etudions les deux cas possibles :

1. SiA=0: )

b b b
f(m)—a<a:—|—2a> —a<a:+2a> <x+2a>
f(z) =0
< +£ 2— +£ Jri =0

“\" 2a -\’ 2a v 2a)
b
P
2 b
Donc la racine de f(z) est 'unique réel x = ~3.
a

Lycée Stendhal, Grenoble -8-
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2. SIA>0:

b VA bﬂ)

20 20 J\" T2 24
b+ VA b— VA
flx)=al|zxz+ 9 x+ 9
—b—+VA b+ VA
f@)y=alx— ——— r——0
2a 2a
f(z)=0
—b— VA —b+ VA
Sr——=0oux— —— =0
2a 2a
—b—VA b+ VA
=T = oux =

a 2a
Il y a donc deux racines réelles distinctes :

—b+ VA b VA
=———— ety =—r—
2a 2a
Conclusion : (A connaitre par coeur)

On note f(z) = az® 4 bz + ¢ un polynéme du second degré et A = b — 4ac :

I

1. Si A =0 alors il y a une seule racine z; = % et f(x) = alz —x1)?
a

—b+ VA
— T et

2. Si A > 0 alors il y a deux racines réels distinctes x1 = 5
a

_-b—VA

o et f(x) =alx —z1)(x — z2)

3. Si A <0 alors il n’y a pas de racine réelle. Attention cela ne veut pas dire qu’il
n’y a pas de racine du tout, mais elles ne sont pas dans R.(Voir terminale)

x2

3.5 Tableau des signes

On note f(z) = az?® 4 bz + ¢ un polynéme du second degré et A = b — 4ac. Etudions
le signe de f(z) suivant le signe de A :

2
1. Si A =0 alors f(x) —a(w—i—zb)
a

2
Dans R le réel | x + 2) est toujours positif donc le signe de f(x) est le méme

que celui de a.
Conslusion :

Lycée Stendhal, Grenoble -9-



Classe de Premieére S

Les fonctions de référence

2010 — 2011
x ‘ —00 —b/2a +o0
f(x) ‘ Signe de a 0 Signe de a
—b— VA —b A
2. Si A >0alors f(z) =a x—i\/» x—i
2a 2a
| b+ VA b VA
Slonnotexlzietm:T
alors f(z) = a(z — x1)(z — x2)
x —00 T X9 +00
(x — x1) - 0 + | +
(x — x2) - \ - 0 +
a Signe de a | Signe de a |  Signe de a
f(zx) Signe de a 0 Signe opposé dea 0  Signe de a
3. SiA<O0alors f(z) =a x—l—i Z—A
' B 2a 4a?

et donc f(z) =a

LbhY oA
Yo 4a?

Dans les crochets, tous les nombres sont positifs dans R donc f(x) est du signe de

a et ne s’annule pour aucun réel.

+o00

x ‘ —00
f(z) ‘ Signe de a
Conclusion : (A connaitre par coeur)
On note f(z) = az?® 4 bz + ¢ un polynéme du second degré et A = b — 4ac :
1. SiA=0
x ‘ —00 —b/2a +00
f(x) ‘ Signe de a 0 Signe de a
2. SiA>0
x —00 T ) +00
(x —11) — 0 + ] +
(x — x9) - \ - 0 +
a Signe de a | Signe de a |  Signe de a
f(zx) Signe de a0  Signe opposé de a0  Signe de a
3. SiA<O0
x ‘ —00 +00
f(x) ‘ Signe de a

-10-
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3.6 Tableau des variations

Ce paragraphe a déja été abordé en seconde donc je vais redonner les résultats.
On utilise la forme canonique :
fror—alz—a)?+3
ou d’apres les paragraphes précédents :

x—i—i Q—A =a x—i—i 2—a,><A—a :U—i—i 2—é
2a 4a2 | 2a 4a2 2a 4a

Il y a deux cas a prévoir : Soit a > 0 ou a <0
Résultats de seconde : (A connaitre par coeur)

f(z)=a

1. Sia>0:
x ‘ —00 —b/2a +oo
f h /
—VA/4a
A . . b
—— est donc le minimum de f atteint pour z = ——
4a 2a
2. Sia<0:
x ‘ —00 —b/2a +00
—VA/4a
f a N\
A . . b
—— est donc le maximum de f atteint pour x = ——
4a 2a

3.7 Représentations graphiques

Ce paragraphe aussi est un résultat de seconde. La représentation graphique d’une
fonction polynome du second degré est une parabole tournée vers le haut ou vers le bas
et dont le sommet est donné par la forme canonique :

2
f(;v)za(:z:—l—Ql)a) —4%

Résultats de seconde : (A connaitre par coeur)

1. Sia > 0 alors Cy est une parabole tournée vers le haut et de sommet

b A
(-2 )

2. Sia <0 alors Cy est une parabole tournée vers le bas et de sommet
b A
S e
< 2a’ 4a>

Lycée Stendhal, Grenoble -11-
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3.8 Différentes équations

Nous allons appliquer maintenant nos nouvelles connaissances pour résoudre des
équations plus complexes.
Nous utiliserons pour beaucoup la méthode du changement de variable.

3.8.1 Equations bicarrées

Les équations bicarrées sont de la forme : az* +bz? +¢=0
On utilise le changement de variable ¢t = 2% et on remplace 22 par t dans 1’équation :
On obtient alors 1’équation : at® + bt + ¢ = 0!! Oh, une équation connue ...
11 suffit de trouver les racines de at? + bt + ¢ pour trouver les valeurs de ¢ puis ensuite &
I'aide de 1’équation 22 =t d’obtenir les valeurs de .
Exemple :
Résoudre I'équation : 22:* + 222 — 24 = 0 ou trouver les racines de 2% + 222 — 24
On pose le changement de variable z® = ¢
On obtient donc 'équation : 2¢% + 2t — 24 =0
Calculons le discriminant : A = b — dac = (2)% — 4(2)(—24) = 4 + 192 = 196 = 14>
A > 0 donc d’apres le cours il y a deux racines réelles disctinctes :

—b+VA  —2+14 .

t
! %, 4
et
b—vVA —2-14
tz = = —= —4

a
Il reste donc a résoudre les deux équations :

1. w%:tlﬁw%:?)@w:\/goux:—\/g

2. x% =ty & x% = —4 qui n’a pas de solution dans R

Conclusion : les solutions sont S = {—v/3;v/3}

3.8.2 Autres équations

Exemple 01 :
1 4
On souhaite résoudre I'équation : — + — —5 =0 sur R* pour que z # 0.
x x
1
On pose le changement de variable — =t

x
On obtient donc 'équation : t2 + 4t — 5 =0

Calculons le discriminant : A = b% — dac = (4)* — 4(1)(=5) = 16 + 20 = 36 = 6°
A > 0 donc d’apres le cours il y a deux racines réelles disctinctes :
~b+VA  —4+6

t1 = 1
2a 2
et
—-b— VA —4—-6
t2 = = = —5

a
Il reste donc a résoudre les deux équations :

Lycée Stendhal, Grenoble -12-
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1 1
1. —=thhe —=1s2=1
T €
1 1 1
2. — =ty —=-D& 19 =—=
xT9 xT9 5

1
Conclusion : les solutions sont S = {—5; 1}

Exemple 02 :

On souhaite résoudre Péquation : t — v/t — 12 = 0 sur R™ pour que z > 0.
On pose le changement de variable vt = z

On obtient donc équation : #2 —z — 12 =10

Calculons le discriminant : A = b* — 4ac = (—1)% — 4(1)(—12) = 49 = 7
A > 0 donc d’apres le cours il y a deux racines réelles disctinctes :

—-b+vA 147
{]jlz = :4
2a 2
et
-b—-—VvVA 1-7
.’L‘2: — :—3

2a
Il reste donc a résoudre les deux équations :

1. \/aleﬁ\/az4<:>t1:16
2. Vty = 9 & \/ta = —3 qui n’a pas de solution dans R.

Conclusion : les solutions sont S = {16}

Exemple 03 :

On souhaite résoudre I'équation : 2C0s?(6) — Cos() — 1 = 0 sur R.

On pose le changement de variable Cos(6) = z

On obtient donc 1'équation : 222 —z —1 =0

Calculons le discriminant : A = b* — 4ac = (—1)* — 4(2)(—1) = 9 = 32

A > 0 donc d’apres le cours il y a deux racines réelles disctinctes :
b+ VA  —143 1

1 % 4 2
et

_-b—VA  -1-3

Tro = = —1

2a
Il reste donc a résoudre les deux équations :

s

1
1. Cos(01) =11 < Cos(bh) = = & 6, =

5 (2] ou 6 = —%W
2. Cos(01) = g < Cos(02) = —1 < 0y = w[27]
Conclusion : les solutions sont S = {—g[%ﬂ; %[271’]; 77[277]}
Exemple 04 :
On souhaite résoudre le systeme : { i;_y _:3? dans R x R

r+y=2 o r=2—-y - r=2—y
zy = —35 (2—1y)y=—35 —2 +2y+35=0

Lycée Stendhal, Grenoble -13-
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- T=2—y
P —2y—35=0

1l suffit de résoudre Iéquation y? — 2y — 35 = 0 pour trouver les valeurs de y puis d’en
déduire celles de x.

(A vous de continuer et ensuite de vérifier que les valeurs trouvées vérifient le systeme
du départ.)

3.9 Différentes inéquations

A Taide des tableaux de signes des polynomes du second degré, nous pouvons dresser le
tableau des signes d’expressions plus complexes qu’en seconde, avec des facteurs qui
seront des polynoémes du second degré.

Exemple 01 :

On souhaite résoudre l'inéquation : —3(z — 1)(z® + z — 6) < 0 sur R.

—3 est un nombre négatif et ne s’annule pas.

x — 1 est positif si x est plus grand que 1 et  — 1 s’annule en 1

Etudions le signe de 2 + z — 6.

Calculons le discriminant : A = b* — 4ac = (1)* — 4(1)(—6) = 1 4 24 = 25 = 5°

A > 0 donc d’apres le cours il y a deux racines réelles disctinctes :

—b+VvVA —1+5 4

$1 f— — =
2a 2 2
et
—b—vVA -1-5 —6
fIJ2 — = = — = —3
2a

On va pouvoir dresser le tableau des signes de I'expression
P(z) = —3(z — 1)(z® + = — 6), a 'aide des paragraphes précédents :

x —00 -3 1 2 +o00
-3 -1 -1 -71-
r—1 - | =0 + | +
°+2—6 + 0 - | — 0 +
P(x) + 0 — 0 + 0 -

Donc P(x) <0< x € [—3;1] U [2; +00]

4 Les fonctions homographiques (2nde)

4.1 Définition

Les fonctions homographiques sont les fonctions de la forme :

ar +b

frzr— d

avec ad —bc # 0 et ¢ #0

-
On note Cy la représentation graphique de f dans un repere (O, i, j
Exemples :

)

I

Lycée Stendhal, Grenoble -14-
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4.2 Domaine de définition

ax—i—z avec ad —bc# 0 et ¢ # 0

d
f(z) existe si et seulement si cx +d # 0 < x # ——
c

Done| Dy =&\ { -

On note [ :x+—
cr

C

4.3 Tableau des signes

Pour dresser le tableau des signes de f(x) il faut dresser un tableau avec le signe du
numérateur, celui du dénominateur et ne pas oublier de marquer la valeur interdite.

Exemple 01 :

2z — 4
On souhaite dresser le tableau des signes de f(z) = 1T définie sur R\ {1}
x

>2r—4>& x> 2 ;
>l—-xz>0&x<1

x —00 1
20 —4 - |
1—2 + 0 -
f(z) - I+

4.4 Les différentes formes

Résultats de seconde a connaitre par coeur :
Toutes les fonctions homographiques peuvent se mettre sous la forme :

fl)=a+

cx+d

Exemple 01 :
22 —
11—z

On souhaite mettre f(z) = sous la forme f(z) = a+

cr +d

Lycée Stendhal, Grenoble -15-
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Méthode 01 : Pour tout z de R\ {1} :
20 —4 -2(1—-2)—2 =2(1-=x 2 2
R e
1—a 1—a 1—2 1—a 1—a
Méthode 02 : Pour tout x de R\ {1} :
B all-z)+B8 —azxt+a+p

a+1—m_ 1—=x

20 — 4
En identifiant avec l'expression : f(z) = !

1—2
On obtient le systeme :

{OéﬁLﬁ:ZL <:>{ 5:74ia:74+2:72 dOan(L)f_Q_lix

4.5 Tableau des variations

Résultats de seconde a connaitre par coeur :
Pour dresser le tableau des variations des fonctions homographiques, on utilise la
forme :

B

f(a:):a—kch_d

et la regle suivante :

1. Si Be > 0 alors le tableau des variations est le suivant :

x| —00 —d/c +o0
f NI N

2. Si fe < 0 alors le tableau des variations est le suivant :
x| —00 —d/c +o0
f A |

Nous demontrerons une des deux regles en classe ....

5 Une nouvelle fonction : Valeur absolue

5.1 Valeur absolue
5.1.1 Définition

La fonction valeur absolue est une fonction de la forme :

‘f::z:r—>|$]:Distanccdoan‘

On note Cy la représentation graphique de f dans un repere (O, _z> 7
Exemple 01 :

> f(2) =2[ =2

> f(=2)=|-2[=2

Nous pouvons donner une autre définition a cette fonction :

)

I

Lycée Stendhal, Grenoble -16-
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f:x%)\aﬂ:{

—rsix <0

rsix >0

5.1.2 Domaine de définition

f(x) existe pour toutes les valeurs de x réelles, donc |Dy = R

5.1.3 Différentes formes

On a vu ci-dessus, que |z| peut s’écrire sans les barres mais avec deux expressions.
On peut trouver des expressions qui traduisent une valeurs absolue, de la maniere
suivante :

Exemple 01 :
f(T)—3x—12|—{ 3z —12si3r—-12>0 2 >4 _{ 3r—12six >4
T —Br+12si3x—-12<0&e= 2 <4 3z +12siz <4
Exemple 02 :

f(x) =2+ 4|+ |z — 1]
On décompose en deux :

20 +4six > —2
2“+4’_{—2x—4six§—2
w_l‘_{a:—lsia;>1
—r+1six<l1
On utilise ensuite un tableau pour faire la somme :
T — —2 1 —00
20+ 4 —2r—-4 0 2x+4+4 | 2x+4
x—1 —r+1 | —z+1 0 z-1
f(z) —3z—3 x+5 3x+3

Conslusion :

—3x — 3 six €] — o0;—2]
flz)=12z+4|+|z—1=¢ z+5siz¢e]—2;1]

3z + 3 stz €]l;4o00]
5.1.4 Signe

Comme || est une distance alors elle est toujours positive sur R.

5.1.5 Variations

Résultats & connaitre par coeur :
Le tableau des variations de la fonction valeur absolue, est :

Lycée Stendhal, Grenoble -17-
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5.1.6 Représentation graphique

La représentation graphqiue de la fonction valeur absolue est constituée de deux
demi-droites, celle d’équation y = —x pour x €] — o0; 0] et celle d’équation y = x pour
x € [0; +o0l.

6 Applications

A suivre ...
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