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1 Courbes et droites

1.1 Equation de droite

Soit f une fonction et Cy sa courbe représentative dans le repere (O,
On note A et B deux points, différents, de la courbe Cy

Calculons I’équation de la droite (AB).

L’équation de la droite (AB) est de la forme y = mx + p avec m le coefficient directeur et
p Pordonnée a l'origine.

m Calculons m :

ya—ys _ f(za) — f(zB)

TA—TB TA—TB
w Calculons p :

On sait que A € (AB) donc ses coordonnées vérifient ’équation y = mzx + p
xa) — fx xa)— flx
flea) = flan) | oo fea) = Son)

TA—TB TA— B
Conclusion :

L’équation de la droite (AB) est :

f(za) — f(zB) f(za) — f(zB)
R — Ya — ——————"xy
TA— IR LA —IB
Cette formule n’est pas a apprendre par coeur.

On sait que m =

donc ya =

T +




1.2 Exemples

1. On note f la fonction définie sur R par f(z) = 2(z — 3)* + 1
On note A le point de Cy d’abscisse 2 et B le point de Cy d’abscisse —1
Calculer I'équation de la droite (AB).

— 1
2. On note f la fonction définie sur R* par f(z) = 31:7;
T

On note A le point de Cy d’abscisse 2 et B le point de Cy d’abscisse —1
Calculer I’équation de la droite (AB).

1.3 Taux de variation

-
On nomme f une fonction définie sur I et Cy sa courbe représentative dans (O, i, j)
On nomme A et B deux points de Cy

Vocabulaire :

bl

On note taux de variation de f entre z4 et zp le rapport :
f(za) — f(zB
na () = L =flee)

rA —IB

Remarque : Le taux de variation de f entre x4 et xp est aussi le coefficient directeur de
la droite (AB)

1.3.1 Exemples

1. On note f la fonction définie sur R par f(z) = 522 — 6z + 7
Calculer le taux de variation de f entre 3 et —2.
T +3

2. On note f la fonction définie sur R\ {1} par f(z) = w12
x —_—

Calculer le taux de vaiation de f entre —3 et —1.

2 Le nombre dérivé

On cherche maintenant & savoir ce qui se passe si on rapproche le point A vers le B
jusqu’a ce qu'’ils se superposent.



Tangente 3 l:'_:I

a point dabscisse g

On remarque que lorsqu’on rapproche A de B la droite (AB) se rapproche de la tangente
a la courbe Cy au point d’abscisse xp.

Lorsque A est tres tres proche de B alors la droite (AB) est confondue avec la tangente a
la courbe Cy au point d’abscisse zp.

Comment traduire ¢a de fagon mathématiques ?



On souhaite traduire que :

Le coefficient directeur de la tangente a la courbe C; au point d’abscisse zp est le taux de
variation de f entre x4 et xp lorsque A se rapproche de B.

On note z4 = xp + h Pabscisse du point A.

Pour traduire que le point A est tout proche de B on va donc dire que h tend vers 0. ( car
si h tend vers 0 alors z 4 tend vers xp). Il faut donc calculer le taux de variation de f

entre xp + h et xpg lorsque h tend vers 0.

Or T[$B+h,$B](f) = f(xxBB—:_h})L : i(BxB) _ f(xB + hf)L - f(-ﬁB)

On traduit donc de la fagon suivante :
Le coefficient directeur de la tangente a la courbe Cy au point d’abscisse xp est :

m— lim flxp+h)— f(zp)
h—0 h

On nomme ce coefficient directeur le nombre dérivé de f en zp

2.1 Définition

Définition du nombre dérivé de f en xp :



Si Tim flzp +h) - f(zp)
h—0 h

existe et est un nombre réel alors

on nomme nombre dérivé de f en zp et on note nds(xp) le nombre :

fzp+h) = f(zp)
h

ndy(rp) = lim

2.2 Exemples

On note f, g et h les trois fonctions suivantes :
f:x — 2 définie sur R

1

g : x — — définie sur R*
x

h: x +— y/x définie sur R

1. Calculer nd(2)
On note h # 0

. f24+n)—f2) . (2+h)?*—(2)? . 4+4h+h*—4 . 4h+h?
lim = lim ————— = lim = lim
h—0 h h—0 h h—0 h h—0  h
donc lim 4 4+ h = 4 donc | nd;(2) = 4
h—0
2. Calculer ndy(—1)
Onnote h #0et h # 1
1 1 1 n —1+h
R Gl ) el A Gt AT N /S A U o) St I o R
h—0 h ) h—0 h h—0 h h—0
donc }lzgn()—l—l—h X :}lgn0 T =-1 donc‘ndg(—l):—l‘

3. Calculer ndy(3)
On note h >0

L hBHa)-h3) . VBTa-v3_ . (BTa-vB)(VETa+Vd)

a—0 « a0 « a—0 a(v3+a+ \/3)

donc lim B+a)-() = lim a = lim ! = 1
a—0 Ol(\/m + \/§) a—0 Oé(\/m + \/§) a—0 \/m + \/§ 2\/§

donc [ndp(3) = 2\1/3




2.3 Tangente a une courbe en un point

2.3.1 Equation de la tangente & une courbe en un point

- =
Soit f une fonction et C; sa courbe représentative dans (O, i, j ).

On note A un point de la courbe Cy.

On cherche a connaitre I’équation de la tangente a Cy en z 4.

On sait que ’équation est de la forme y = mx + p avec :

m=ndf(xa) et y= f(za)

On trouve donc que p = f(x4) — nds(xa)za

donc I'équation est y = ndf(xa)r + f(xa) —nds(va)ra = nds(xa)(r —xa) + f(2a)

L’équation de la tangente a Cy au point d’abscisse x4 est :
y =ndg(xa)(z —xa) + f(xa)

2.3.2 Exemples

m Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2°.

On souhaite calculer I’équation de (D) la tangente a Cy au point d’abscisse zg = 2.
D’aprés les exemples précédents : nd;(2) = 4 et f(2) = 2% = 4 donc I'équation de (D) est
y=4r—-2)+4=42—-8+4=4r—4

m Soit f la fonction définie sur R par f(z) = /.

On souhaite calculer I'équation de (D) la tangente a Cy au point d’abscisse xg = 3.

1
3 et f(3) = V3 donc 'équation de (D) est

)
_ 1 1 \f RIS
y—m(x—?:)—i—\/g—%/g +V3= 5 3 5

D’apres les exemples précédents : ndy(3) =



2.4 Coefficient directeur des tangentes et variations de la fonction

On remarque qu’il y a un lien entre le signe du coefficient directeur des tangentes et les
variations de la fonction f.

Sur la figure ci-dessus, on remarque que :

m Si la fonction est décroissante sur I alors le coeffcient directeur des tangentes aux
points d’abscisse dans I est négatif.

m Si la fonction est croissante sur I alors le coeffcient directeur des tangentes aux points

d’abscisse dans I est positif.

Théoréme :

10



Si f est décroissante sur I et dérivable sur I alors Vg € I on a nd¢(zg) <0

Si f est croissante sur I et dérivable sur I alors Vg € I on a nds(xg) > 0

Démonstration :
On note f une fonction, h un nombre positif et zg un nombre tel que xg+h € I et zg € 1.

f(xo + h) — f(z0)
h

ndy(zo) = lim

w f est décroissante sur I et xg + h > 9 donc f(xo+ h) < f(zg)
donc f(@o+h) = flzo) < 0 donc ndy¢(zg) <0

w f est croissante sur I et xo + h > 9 donc f(xo+ h) > f(x0)
donc f(@o+h) = flzo) > 0 donc ndy¢(zg) >0

On voit donc que le signe du nombre dérivé est tres important pour étudier les variations
d’une fonction.

Mais nous n’allons pas nous amuser a calculer le nombre dérivé en tous les points de
I’ensemble de définition car nous allons y passer trop temps.

Nous allons donc construire des fonctions qui a x associe le nombre dérivé de f en x.

On nommera cette fonction la fonction dérivée de f.

3 Les fonctions dérivées
- —
i, ]

)

Soit f une fonction définie sur I et Cy sa courbe représentative dans le repere (O, i,

3.1 Définition

Va € I tels que nds(x) existe, on nomme fonction dérivée de f

la fonction f': z +— nds(z)

Attention I’ensemble de définition de f n’est pas toujours le méme que I’ensemble de
dérivabilité (ensemble de définition de f7).

Vocabulaire

Lorsque nds(x) existe on dit que f est dérivable en x et si ndy(x) existe Vo € I on dit que
f est dérivable sur I.

11



3.2 Fonctions usuelles

Etudions la fonction dérivée des fonctions de références.

3.2.1 La fonction carrée

On note f la fonction définie sur R par f(z) = x?

Calculons le nombre dérivé de f en zgR :
flwo+h)— f(zo) (zo+h)?—2% 23+2hzo+h?—2a3
T[Io+h;x0](f) = h/ = h = h

2hxg + h?
donc Tizg i) (f) = + =2z0+h

donc f'(z¢) = }lg% 2x0 + h = 2z

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2*

Alors Vz € R f/(x) = 2z

Maintenant pour calculer le nombre dérivé de la fonction carré en x = 3, il suffit de faire :
f'(3)=2x3=6

3.2.2 La fonction inverse

On note f la fonction définie sur R* par f(z) = —
x

Calculons le nombre dérivé de f en xgR* :

1 1 zo—20—h
flxo+h)— flxo) 2o+ h w9 2+ hzg
T[ﬂ?o-i-h;xo](f) = h =20 h 0 _ 0 .
—h 1 -1

d 3 = 5 5 _—= —

onc T[xo-&-h,mo}(f) x% —1|- hvg X N mg e
d ! - lm — - =

onc f'(xo) hli% x% + hxg x%

1
Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = —
x

1
72

Alors Vz € R*  f/(z) =

Maintenant pour calculer le nombre dérivé de la fonction inverse en x = 3, il suffit de
1 1

faire: f/(3) =2—- — = —=

aire : f'(3) 32 5

12



3.2.3 La fonction racine carrée

On note f la fonction définie sur R™ par f(z) = vz
Calculons le nombre dérivé de f en 2oR™ :

_ f@o+h) = flwo) _ Vwoth—Eo
Tlwo+h; CCO](f) - h h

(Voo + h — /m0) (V/wo + I + /T0)
h(Vzo + h + /7o)

d (f) xo+h— 1
o1 Motz (Vg T r) ~ Vi Fh+ Vi

done f(zo) = Jim \/;,;OTJF\ﬁ 2\/370

Attention, ici f'(x) existe lorsque 2 € R et pas sur RT

Soit f la fonction définie sur RY par f(z) = /2

1

Alors Vz € Ry f'(z) = NG

Maintenant pour calculer le nombre dérivé de la fonction racine carrée en x = 3, il suffit

de faire : f/(3) = 2\1f

3.2.4 Les fonctions affines

On note f la fonction définie sur R par f(z) =az + b

Calculons le nombre dérivé de f en zoR :
flxo+h)— f(zo) alro+h)+b—axg—b ah
T[xo—i-h;:r:o](f) = h = n = W =a

donc f'(zg) = ]llir%a =a
—

Soit f la fonction définie sur R par f(z) =ax +b

AlorsVz e R f/(z) =

Maintenant pour calculer le nombre dérivé de la fonction affine f(x) =3z — 5 en z =
il suffit de faire : f'(—1) = 3

13
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3.2.5 Résumé

On ne vas pas faire les calculs pour toutes les fonctions mais il va falloir retenir les
formules ci-dessous :

Fonctions Fonctions dérivées

f(z) = k définie sur R f'(z) = 0 définie sur R

f(z) = ax + b définie sur R f'(z) = a définie sur R

f(z) = 2% définie sur R f'(z) = 2x définie sur R

1 1
f(x) = — définie sur R* f'(x) = ——; définie sur R*
x x

o I «
f(x) = Vx définie sur Ry | f'(z) = NG définie sur R

Dans le cas général des fonctions de référence :
On note n un entier naturel : n € N

14



Fonctions Fonctions dérivées

f(z) = z™ définie sur R f'(x) = nz™"1 définie sur R

1
flz)= e définie sur R* | f/(x) = —% définie sur R*

f(z) = cos(z) définie sur R | f/(x) = —sin(z) définie sur R

f(z) = sin(z) définie sur R | f/'(z) = cos(z) définie sur R

Exemples :

1. On note f la fonction définie sur R par f(z) = z°

alors f est dérivable sur R et f'(x) = 5a*

1
2. On note g la fonction définie sur R* par g(z) = —
x
2
alors g est dérivable sur R et ¢'(x) = -
x

3.3 Somme, Produit, inverse et quotient

Essayons maintenant de trouver des formules pour dériver des sommes de fonctions, des
différences de fonctions, des produits de fonctions et des quotients de fonctions.

Nous n’allons pas démontrer toutes ces formules sauf si vous le demandez en classe. ( Je
ferais un doc avec les démonstrations )

Voila quelques formules & connaitre et a savoir appliquer :

On note u et v deux fonctions définies sur le méme intervalle 1.

15



Fonctions

Fonctions dérivées

3.3.1 Exemples

Trouver la dérivée des fonctions ci-dessous :

f(x) =42° - 322+ 62 -7  g(x)

1

:237—3

_3x—5
20 +3

h(z)

w(z) =vV3x +4

1. Pour la premiere on utilise les formules de la somme et de la différence :
f est définie sur R et dérivable sur R :
fl(x) =4x5z —3x22+6=202"—62+6

2. Pour g on utilise la formule de la dérivée de

u(@)

v(z)

g est définie sur R\ {g} et dérivable sur R\ {g} :

u()
v(x)

u'(z)v(x) — u(x)v'(z)

On a g(x) =

donc :

2

g/(ﬂj) = U2($) - -

3. Pour h on utilise la formule de la dérivée de

(2x — 3)?

u(x)
v(z)’

h est définie sur R \ {—g} et dérivable sur R\ {—g} :

16
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o) = ) e
avec u(z) = 3z — 5 donc v/(z) = 3 et v(x) = 2z + 3 donc v'(z) = 2
3(2x +3) —2(3z — 5) x—1

d h, = =
one fu(x) 2z + 3)2 (21 + 3)2
4. Pour la derniére on utilise la formule de la dérivée de vax + b :
w est définie sur [—g; +oo[ et dérivable sur | — 3 +o0]

w'(z) = ¢ avec u(z)=3r+4eta=3
2¢/u(z

donc w'(x) = 3
2¢/3x +4

4 Approximation affine d’une fonction en un point

Un approximation affine est une approximation d’une fonction par une application affine.
Au alentours d’un point, on cherche une application affine mx + p qui est environ égal a

f ().

On sait déja qu’au alentour d’un point, la courbe et la tangente & la courbe en ce point,
sont tres proche.

17



Définition : On note f une fonction dérivable sur I et a €

Pour tout a € I, on dit que la fonction z — f(a) + f'(a)(z — a)
est une approximation affine de f en a.
Et on écrit, pour tout x tres proche de a :
f(@) = f(a) + f'(a)(z — a)

ou
Pour h petit, on a f(a+ h) = f(a) + f'(a)h

Exemple : Soit f la fonction carré définie sur R. Pour tout x trés proche de 3 on a :
f(z) =~ 6(x —3)+9 donc f(z) ~ 6x—9

Par exemple : f(3,001) ~ 6 x 3,001 —9 = 9,006

Vérification : f(3,001) = 3,001% = 9, 006001

5 Exemples et applications

5.1 Dérivabilité de la fonction racine carré

La fonction f : 2 +— /x est définie sur R* ou [0; +-o0[
Est-elle dérivable sur ’ensemble de définition ?
Si on regarde la courbe représentative de la fonction f on voit qu’en 0 elle admet une
tangente verticale. Elle ne semble donc pas dérivable en 0.
Etudions la dérivabilité en = = 0.
Soit h € R :
rona(f) = L= 1O _Vh_ 1
[O-‘rh;lO] h h \/E
Or —= n’admet pas de limite réel lorsque h tend vers 0 donc f n’est pas dérivable en 0.

Vh

Conclusion : f(z) = v/z est définie sur R* et dérivable sur RY.

5.2 Dérivabilité de la fonction valeur absolue

La fonction f : x +— |z| est définie sur R

Est-elle dérivable sur ’ensemble de définition ?

Si on regarde la courbe représentative de la fonction f on voit qu’en 0 elle admet deux
tangentes différentes.

18



Elle ne semble donc pas dérivable en 0.
Etudions la dérivabilité en = = 0.

Soit h #£ 0 :

f(h)— f(0 h
T[O+h;0](f) = ()h() = ‘h|
Il y a donc deux cas possibles :

h
w Si h > 0 alors 7jop,0(f) = 7= 1 et donc }lll_% Tloh0) () = %12% 1=1

—h
w Sih < 0 alors Tjoyp0)(f) = - = —1 et donc }llii}I%)T[oJrh;O}(f) = }lllig -1=-1

Il y a donc deux limites différentes, donc f n’est pas dérivable en 0.

5.3 Variations d’une fonction

Pour étudier les variations d’une fonction f il suffit d’apres le cours précédent, d’étudier
le signe de sa dérivée f’.

B 222 + 32 +5

N r—3

f est définie sur R \ {3}. Calculons sa fonction dérivée en utilisant la forme f(z) =

Exemple : f(z)

On note
w  : z— 22% 4 3z 4 5 définie et dérivable sur R
w vz — x — 3 définie et dérivable sur R
Alors u/(x) =4z + 3 et v'(z) =1
f est dérivable sur R \ {3} comme quotient de deux fonctions dérivables sur R \ {3}.
' (x)v(z) —u(z)v'(x)  (dz+3)(x—3)— (222 +3z+5)(1) 2(z?—6x—7)

¢t f@) = ) - CEEE BRRCEEE

Il faut donc étudier le signe de z? — 62 — 7 puisque (x — 3)2 est toujours positif.
A = b —4ac = (—6)* —4(=7)(1) = 36 + 28 = 64 = §?
donc A > 0 et il y a deux racines réelles distinctes :

-b+VvVA 6+8
-y = = =7
2a 2
—b— A _
[l 2 To = b :6 8 :—1

a 2
On obtient donc le tableau de signe suivant :

f(=1)=—1et f(7) =285
Le tableau des variations de f est donc :

19



5.4 Vitesse et accélération

On note d la distance parcourue par un mobile, en fonction du temps ¢. La distance
parcourue par le mobile & l'instant ¢ est donc donnée par d(t).

5.4.1 Vitesse moyenne et vitesse instantanée

Vitesse moyenne
La vitesse moyenne est la vitesse du mobile entre un instant ¢; et un instant ts.
Elle est donnée par la formule :

Ad  d(tz) —d(t1)
Vmoyenne [tl, tQ] = Kt = ﬁ

C’est le taux de variation de la fonction d entre t1 et 9

Exemple :

On suppose que la distance d'un mobile en fonction du temps est donnée par la fonction :

d(t) = 50t? ou d est en km et t en h

Calculons la vitesse moyenne du mobile entre t =1 h et t = 2 h.
d(2) —d(1 200 — 50

Vmoyenne[laz] = ( ) ( ) = = 150 km/h

2—-1 1
Vitesse instantanée

La vitesse instantanée est la vitesse du mobile & 'instant ¢;.
Cela revient donc a faire tendre ¢y vers t; dans la formule de la vitesse moyenne et donc
d’arriver & la formule suivante :

d(tl + h) — d(tl)

Si lim existe et est un réel unique alors :
h—0 h
. d(tl + h) — d(tl)
=1
Y R

C’est le nombre dérivé en t; de la fonction d

Exemple :
On suppose que la distance d’un mobile en fonction du temps est donnée par la fonction :
d(t) = 50t> ou d est en km et t en h

Calculons la vitesse instantanée du mobile a l'instant ¢t = 1 h.

d est définie et dérivable sur R et d'(t) = 100t donc V(1) = d'(1) = 100 km/h

20



5.4.2 Accélération moyenne et accélération instantanée

Accélération moyenne
L’accélération moyenne est ’accélération du mobile entre un instant £; et un instant to.
Elle est donnée par la formule :

AV V(ta) — V(t1)
At ty — t1

Amoyenne [tl ) t2] =

C’est le taux de variation de la fonction V entre t1 et to

Exemple :
On suppose que la distance d’un mobile en fonction du temps est donnée par la fonction :
d(t) = 50t> ou d est en km et t en h

Calculons I'accélération moyenne du mobile entre t =1 h et t = 2 h.

On sait que la vitesse instantanée est donnée par la fonction V' (t) = 100¢, donc :
Amoyenne[1, 2] = V@ - Vi) _200-100 _,, km/h?

2—1 1
Accélération instantanée

L’accélération instantanée est ’accélération du mobile & 'instant ;.
Cela revient donc a faire tendre to vers t; dans la formule de I'accélération moyenne et
donc d’arriver a la formule suivante :

V(t1 +h)—V(t)

Si lim existe et est un réel unique alors :
h—0 h
. V(i +h)=V(t1)
AW =

C’est le nombre dérivé en t; de la fonction V'

Exemple :
On suppose que la distance d’un mobile en fonction du temps est donnée par la fonction :
d(t) = 50t> ou d est en km et t en h

On sait que la vitesse instantanée est donnée par la fonction V (¢) = 100¢, donc :
Calculons l'accélération instantanée du mobile a I'instant ¢ = 1 h.

V est définie et dérivable sur R et V'(t) = 100 donc A(1) = V'(1) = 100 km/h?

5.5 Elasticité de la demande en fonction du prix

Rappel sur le taux d’accroissement :

Soit a et b deux nombres réels avec a # 0.
b—a
Le taux d’accroissement entre a et b est le nombre réel t défini par : ¢ =

a
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En économie, la sensibilité de la demande par rapport au prix se mesure grace a
I’elasticité :

L’élasticité de la demande par rapport au prix est le rapport entre le taux
d’accroissement de la demande par rapport au taux d’accroissement du prix.

Supposons que l'on arrive a traduire la demande d’un produit en fonction se son prix
unitaire par une fonction f : p — f(p)

p représente le prix unitaire d’un produit et f(p) la demande pour ce produit en fonction
du prix p.

On note e I’élasticité de la demande par rapport au prix entre p; et ps , et par définintion
ona:

f(p2) — f(p1)

f(p1)
P2 —p1
b1

Si le prix p varie de 1 % alors la demande varie de e %
Supposons que le prix varie d’une petite quantité et donc que ps = p; + h avec h un
nombre proche de 0, alors on obtient :

fpr+h) = f(p1)

f(p1) _ S+ h) = fp) ﬂ:f(pl-i-h)—f(pl)x P1
p1+h—p f(p1) h h f(p1)
p1

Si f est dérivable en p; et si on fait tendre h vers 0 alors on obtient :

~ pif'(pr)
elp1) = f(p1)

Exemples :
La fonction suivante donne I'expression de la demande D d’un produit en fonction de son
prix unitaire p :

200

D(p) =100 — 5
() p+2p+5

Calculons ’élasticité pour p = 10 euros.
5
D est dérivable sur R ~ {—5}

On note
s q; : p— 100 — 5p définie et dérivable sur R avec u/(p) = —5
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et

200 i - ) 400
-y p %9 15 définie et dérivable sur R ~ {—5} avec v'(p) = “pLE)
) 400
D est donc définie et dérivable sur R ~ {—5} et D'(p) = -5 — TEHE
D’apres la formule de 'élasticité, on a :
10D'(10)
10) = ———~/
°10) = —5r0)
400 400
D'(10) =—-5— 5 =-5——— =564
Or D'(10) e 05 o = 5.6
et D(lO):100—50+§ =50 +8 =158
1 —5,64
Donc e(10) = 20X 564 4 o7

donc pour un prix proche de 10 euros, si le prix varie de 1 % alors la demande varie de
0,97 %.
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