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1 Grille d’autoévaluation

— Cocher A si vous pensez malitriser parfaitement ce savoir ou ce savoir-faire.
— Cocher FE A si vous pensez maitriser partiellement ce savoir ou ce savoir-faire.
— Cocher N A si vous pensez ne pas maitriser ce savoir ou ce savoir-faire.

Savoir, Savoirs-faire et compétences

EA

NA

A1 G|1|0] 1 | Connaitre et savoir utiliser la définition du produit scalaire

Al G|1|0] 2 | Connaitre le produit scalaire pour deux vecteurs colinéaires

Al G| 1]0]| 3 | Connaitre le produit scalaire pour deux vecteurs orthogonaux

Al G| 1]0]| 4 | Calculer le carré scalaire d'un vecteur

Al G|1|0] 5 | Exprimer le produit scalaire & ’aide d’un projeté orthogonal

Al G|1|0] 6 | Savoir développer ou factoriser des expressions avec produits scalaires
Al G|1|0] 7 | Calculer la norme d’'une somme ou d’une différence de deux vecteurs

Al G|1|0] 8 | Calculer le produit d’'une somme par la différence de deux vecteurs

Al G|1]0]| 9 | Calculer le produit scalaire de deux vecteurs avec leurs coordonnées

Al G| 1]0]| 10 | Connaitre et savoir utiliser les différentes expression du produit scalaire
Al G| 1| 0] 11 | Connaitre et savoir utiliser la formule d’Al-Kashi

Al G| 1]|0] 11 | Savoir calculer I’équation cartésienne d’une droite perpendiculaire & une autre
Al G| 1| 0] 12 | Savoir calculer I’équation cartésienne d’un cercle

Al G| 1]0]| 13 | Savoir décrire un cercle connaissant son équation cartésienne

Al G| 1]0]| 14 | Connaitre et savoir utiliser les formules de la médiane

A | G| 1][0] 15] Décrire 'ensemble des points M vérifiant M A” + MB” =k

Al G| 1]0] 16 | Décrire ’'ensemble des points M vérifiant MA* — MB* = k

Al G| 1]0| 17 | Décrire 'ensemble des points M vérifiant M A - MB =k

Al G| 1| 0] 18 | Connaitre et savoir utiliser les formules d’addition trigonométrique

Al G| 1]0] 19 | Connaitre et savoir utiliser les formules de linéarisation trigonométrique
A1 G| 1]|0] 20 | Connaitre et savoir utiliser les formules de duplication trigonométrique
Al G| 1]0]| 21| Connaitre et savoir utiliser les formules sur I'aire d’un triangle

Al G| 1]0]| 22| Connaitre et savoir utiliser la formule des sinus




2 Définition et Propriétés

—
]

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O, i 7

)

2.1 Définition du produit scalaire

Définition 1

On appelle produit scalaire des vecteurs % et © le nombre réel
noté w - v défini par :

— = — = =
U= u| x| V| xcos(u, V)

Remarque :
SRR — —
m Si 'un des vecteurs est nul alors w - v =0

2.2 Produit scalaire et commutativité

Propriété 1

— = — =
Vu,Vvonau- -v =7 -

Démonstration :

YU ,¥0 on acos(w, V) = cos(v, u)

d — = = = =\ ) = — = =y > —
onc w-v =W x|V xcos(u,v)—H Ul x || W xcos(V, W) =" W

2.3 Produit scalaire et vecteurs colinéaires

Propriété 2

). On note u et v deux vecteurs non nuls.

On note @ et ¥ deux vecteurs colinéaires. Il existe donc A\ € R
— —
tel que w = Av'.

SiA>0(u et v dans le méme sens ) alors w - v =|| w || x | ¥ |

Si A <0 (% dans le sens contraire de v )alors w - v = — || W || x || ¥ ||

Démonstration :
On note @ et ¥ deux vecteurs colinéaires. Il existe donc A € R
tel que W = A7

w Si A\ > 0 alors cos(w, ) =1donc u v =||u || x || V| xcos( , ) = || x| 7
w Si A < 0 alors cos(u, v)=—1doncuw-v0 =||u | x| 7| x cos(?7 Y=~ | x|

2.4 Produit scalaire et vecteurs orthogonaux

Propriété 3

. — — — | = —  —>
Soient u et v deux vecteurs non nuls, alors v 1 v < v - v =0

v



Démonstration :
Il 2 (:>) :

|

—

Si w17 alors (W, V) = g + 2kT avec k € Z donc cos(w, ') =0 alors u - v

CACOE

Siw-v=0,||u|#0et]| v |#0

alors cos(ﬁ) = 0 donc (7/,\7) = g + 2k7 avec k € Z et donc W LV
Remarque :

Si u = v alors cos(
Définition 2

0

wri=w-u = WP

» . — 7 ; —>
On nomme carré scalaire de ¥ le nombre réel noté w2 tel que

3 Interprétation géométrique

On note @ et ¥ deux vecteurs non nuls.
Soient O, A et B trois points du plan tels que v = OA et v = OB

3.1 Définition géométrique du produit scalaire

Définition 3 (Autre définition du produit scalaire )

U-T=0A-0H

— —
ou OH est le projeté orthogonal de OB sur (OA)

Démonstration :
m Premier cas :

B

|
|
|
|
|
o > A
H

Figure 1

—_—
—_— —

Dans le triangle OH B rectangle en H on a : cos(OA,OB) = cos(ITO\B)

= =
d’ott OB x cos(OA,0OB) = OH
— — —_ =, — —
donc OA-OB = OA x OB x cos(OA,OB) = OAx OH = 0OA-OH
donc

— —

— —
OA-OB=0A-OH




m Deuxieme cas :

B

i

i

i

& ® A

H 0
Figure 2
Dans le triangle HOB rectangle en H on a : cos(OH,0B) = cos(HOB) = OB
_ I . H .
or HOB =1 — AOB d’ou cos(m — AOB) = g—B = —cos(AOB) [Rappel : cos(m — a)) = — cos(a)]
donc OB x cos(m) =—-0H
= =

—_— —
donc OA-OB = 0OA x OB x cos(O

,OB) = OA x (—~OH) = OA-OH
—_— — e
donc OA-OB =0A-OH

3.2 Retour aux propriétés du produit scalaire
3.3 Remarques et exemples

- Propriété n” 3 : —_— —
—_— —_—

Si OALOB alors le projeté orthogonal de B sur (OA) est 0 donc OA-OB =0

w Propriété n° 1 :

Figure 3

P — — —

— — —— — — —_— =
OA-OB=0A-0OH et OB-0OA =0B-0OK donc d’apres la propriété 1 on a|OA-OH = OB - OK

Premiére remarque :

Figure 4
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4 Produit scalaire et opérations

4.1 Distributivité du produit scalaire

Propriété 4 ( A admettre )

— — — .
On note u’, v et W trois vecteurs.

W7 - (V+uw)=" - T+ -w
Q) (T+W) T =T - T+3
4.2 Linéarité du produit scalaire
Propriété 5
On note uw, v et o un réel
()W (av)=aW -0
2) (aW)- -V =aW -V
Démonstration :
Démontrons que @ - (av) = au - U
— —
u - (av)
— — — =
=[| w || x | e || cos(u, av')
— — — =

=[l " || x|l | V|| cos(uw,a)

ol | @ | % | T || cos(@,aT)
Il faut maintenant envisager trois cas
m Si o > 0 alors |a| = a et cos(W,a) = cos(u, V)
donc
W (@) =all W || V|| cos(w, V)
dott: W - (av)=aW -V
— —
u - (a)
m Si o < 0 alors |a|] = —a et cos(w,av) = cos(m + (U, v)) = — cos(
donc
— —
u - (@)
=—al|l @ ||| V|| [-cos(w, V)]
—a|| T T | cos(T, T)

— =
=au -0
w Si o =0 alors |o| =0

é

donc w - (av)=u-0 =0
etaw -V =0xu -0 =0
donc W - (av) =au - v
La démonstration de (a@) - ¥ = o - ¥ est identique.

4.3 Autres définitions du produit scalaire

. — —
Soient w et v deux vecteurs.
Propriété 5




W@+ =12 |° + |V |* +2% - v

@ W=V P=w P+ VP -2V

B)(W+7) (W-1)=|W[P=[ 7|
Démonstration :
(1)
|7 +7 |P=(W+7) (W+2)=@W+7V)- T+ (W+7) 7
donc | W+ |P=% -0 +V - +W -V +T-T
alors | W+ 0 |IP=|| W |2 4+2w - T+ || T
(2)
|7 -7 |P=(w-2)- (W-2)=(d-7) " —(d—-7) 7
donc |7 -7 |P=T T-T - T -T-T4+7-7

alors | W — 0 |IP=|| W |> 2w -0+ || V|
(3)

(T+7) (T-T) =70
A T'aide des formules (1) et (2) nous pouvons définir le produit scalaire de deux vecteurs o et v de la
fagon suivante :

CRCE s el I

1

EREE AU Sl e R S ol
1

EREE AU el A e il

5 Expression analytique du produit scalaire

— —
(O, i, j) est un repere orthonormal et les coordonnées des vecteurs w et v sont u (z,y) et v (2/,7)

5.1 Coordonnées d’un vecteur

— - = = —
Ona i -u=1 -OH=1 -z51i =zg
gé - - = — - —
Jru=7-0G=j yzpj=yzi-J=yz
Conclusion :




5.2 Expression analytique d’un produit scalaire

Propriété 6

=l

v=zxz +yxy

/

Y

/

"y

— - = —-
1 -x1 +x1
—
"I

— N s o
J +yy T +y) J

6 Les différentes expressions du produit scalaire

Voila donc les différentes expressions que I'on peut utiliser pour exprimer le produit scalaire de deux
— —
vecteurs u et v :

(1) T =T x| T | xcos(, D)
(2) SiOA= et OB =7 alors W -7 = OA-OH

— —
avec OH le projeté orthogonal de OB sur (OA)

1
3) T T = ITAT P T P TI
() T =TI HIT P - IT -7 |
(5) Dans un repere (O, 7, 7) si les vecteurs ont pour coordonnées
— —
u(z,y) et v (2,y) alors W - v = 22’ +yy

7 Applications

7.1 Formule d’Al-Kashi

Figure 6



Théoréme 1 (Al-Kashi X V™€)

Si ABC est un triangle et si on note AB = ¢, AC =bet BC =a,
—_— — —_— — —
(AB,AC) =« , (BC,BA) = et (CA, )=26

sl

a? = b? + % — 2bc cos(a)
v = a® + ¢ — 2accos(B3)

? = a® 4+ b? — 2abcos(h)

Démonstration :
Démontrons la premiere égalité :
9 9 —_— — e Y= = T3h9 9 9 —_— —
a®=BC*“=BC -BC =(BA+ AC)* = (AC — AB)” = AC” + AB* — 2AC - AB
—_— —
donc a? = b? + ¢ — 2AC x AB x cos(AC, AB) = b* + ¢ — 2bc cos(a)

Conclusion : a® = b + ¢ — 2bccos(a)

7.2 Equation cartésienne d’une droite perpendiculaire a une autre

Figure 7

Dans un repére orthonormé (O, _z), 7), on note (AB) la droite passant par A(z,yp) et B(xp,yp).

On souhaite trouver une équation de la droite A passant par C(x¢,yc) et perpendiculaire a (AB).
—_— — —_— =

Si M (x,y) est un point de la droite A alors CM 1LAB donc CM - AB =0

—_— —
McecAsCM-AB=0

Il reste donc a utiliser la formulation (5) du produit scalaire pour pouvoir trouver I’équation de la droite A.
— —
CM-AB=0% (v —2c)(zB —2a) + (y —yc)(yp —ya) =0

7.3 Equation cartésienne d’un cercle

— —

On note C un cercle dans un repere orthonormé (O, i, j )et on souhaite trouver 1’équation du cercle. C’est
a dire la relation entre les abscisses et les ordonnées de tous les points sur le cercle.

Il y a deux cas possibles :

1. Connaissant le centre et le rayon de C

2. Connaissant les coordonnées de deux points diamétralement opposés sur C

10



7.3.1 Connaissant le centre et le rayon

Figure 8

Soit C le cercle de centre O(zp,yo) et de rayon r. On note M (z,y) un point de C. Si M € C alors
OM = r et donc OM? = r*
On obtient donc | (z — 20)? + (y — yo)? = r% | que 'on nomme une équation cartésienne du cercle C.

7.3.2 Connaissant deux points diamétralement opposés

Figure 9

Soit C le cercle de diametre [AB] avec A(xa,ya) et B(zp,yr). On note M (x,y) un point quelconque

sur le cercle.
—_— — T —_— —
Si M € C alors (MA,MB) = i§ + 2km donc MA-MB =0

d’oﬁ‘ (xa—z)(xzp—2x)+ (ya—y)(yp —y) =0 ‘ que I’on nomme une équation cartésienne du cercle C.

11



7.4 Formule de la médiane

Figure 10

Théoréme ( Médiane )

Si M AB est un triangle et I le milieu de [AB] alors
1

(1) MA* 4+ MB?> =2MI* + 5AB2

(2) MA%— MB?=2MI-BA

1
(3) MA-MB=MI*>—1A2=MI*—IB*= MI* - JAB?

Démonstration :( Formule 1 )
— —_— — — — —
MA* + MB?> = MA* + MB? = (MI +TA)* + (MI +1B)* =
2 2 o 7.TA 2 2 o 7.7B 2 2 2 o HTA TR
MI*+TA*+2MI-TA+ MI*+1IB°+2MI-IB=2MI"+1A*+IB*+2MI(IA+1B)
— — —
or [A+IB= 0

1 2 1
donc MA? + MB? =2MI? + TA? + IB*> = 2M1? +2 <2AB> —oMI%+ §ABQ

1
donc | MA? + MB? =2M1? + 5AB2

Démonstration :( Formule 2 )
— — — — —

MA? — MB? = MA? — MB? = (M1 + IA)* — (MI + IB)>
—_— — — — —_— —
= MI?+ 1A% +2MI -TA— MI*> — IB* — 2MI - 1B = 2MI - (A — IB) = 2M1 - BA
dond MA? — MB* = 2MI - BA

I

Demonstratlon :( Formule 3)

— —_— —
MA MB (MI + IA)(M[ +IB)=MI*+MI-IB+IA-
or } MIJ_IB et IALMI donc
MA -MB=MI*>+TA-IB = MI? + IA x IB x cos(r + 2kn)

A AR 2 2 1 1 9 1 2 15 s
donc MA-MB=MI*—-IAxIB=MI*— §AB §AB =MI _ZAB d’ou

|

=l

+I1A-1

_ — 9 1 9
MA-MB=MI _ZAB

12



7.5 Lignes de niveau
7.5.1 Lignes de niveau du type MA? + MB? =k

On souhaite trouver ensemble des points M connaissant A, B et k € R tels que M A% + MB? = k.
Pour cela on utilise la formule (1) du théoreme de la médiane. On nomme I le milieu de [AB] et donc

d’apres le théoreme de la médiane on a M A? + MB? = 2MI? + %AB2 donc

MA? + MB? =k < 2MI° + %ABQ =k

S 2MI* =k — %ABQ & MI? = %k - iAB2

w Premier cas : Si Ek — ZABQ < 0 alors il n’y a aucun point M possible donc Ejy; = ()

1 1 1 1
m Deuxieme cas :Si 51{: — ZAB2 > 0 on note A = 51{: — ZAB2 donc il faut trouver M tel que

MI? = X< MI=+XouMI =—VX mais la deuxiéme solution est impossible en géométrie donc
MI =V

1 1
L’ensemble des points M est donc le cercle de centre I et de rayon 4/ ik — ZABQ.

1 1
w Troisieme cas :Si ik - ZAB2 =0 alors MI? =0 donc MI = 0. On a donc Ey; = {I}

7.5.2 Lignes de niveau du type MA? — MB? =k

On souhaite trouver Pensemble des points M connaissant A, B et k € R tels que M A2 — MB? = k.
Pour cela on utilise la formule (2) du théoreme de la médiane. On nomme I le milieu de [AB] et donc

d’apres le théoreme de la médiane ona MA% - MB? = 2MI - BA donc MAz—MB2:k(:>2]\7I)‘B—X4:k
—_— = —_ = 1 _— — 1
2MI-BA:k<:>MI‘BA:§k<:)IM-AB:§k
. 1
On note H le point de (AB) tel que IH-Ezik:

—_— — —_— — _— . = —_ —
Onaalors IM-AB=IH -AB< (IM —-1H)-AB=0< HM -AB=0
Donc ’ensemble des points M est sur la droite perpendiculaire & (AB) et passant par H.

) — — 1 . .
De plus & 'aide de TH - AB = 51{: on peut placer le point H sur la droite (AB).

—_— —
7.5.3 Lignes de niveau du type MA-MB =k

On souhaite trouver I’ensemble des points M connaissant A, B et k € R tels que MA-MB = k.
Pour cela on utilise la formule (3) du théoreme de la médiane. On nomme I le milieu de [AB] et donc

R P (1 A XD o 1 o
d’aprés le théoréme de la médiane on a MA-MB = MI* — ZAB donc
AL D o 1 o 2 Lo
MA-MB=k<s MI _ZAB =k<s MI :k—I—ZAB

1
m Premier cas : Si k + ZABZ < 0 alors il n’y a pas de solution : Eyy =)

1 1
m Deuxieme cas :Si k + ZABQ > 0 alors on pose A =k + ZAB2

On a donc MI? =X < MI =V ou MI = —V/\ la deuxiéme solution étant impossible en Géométrie, on
obtient MT = v/X
Donc I’ensemble des points M est le cercle de centre I et de rayon VA

1
w Troisieme cas :k + ZABQ =0 alors MI =0 donc Ey; = {I}

13



7.6 De nouvelles formules en trigonométrie
7.6.1 Formules d’addition

Théoréme 3 ( Formules d’addition )

VaR et Vb€ R on a
(1) cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) (2) cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

(3) sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)  (4) sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

Démonstration :

Figure 11

w Démontrons la formule (1) :
— —

Calculons le produit scalaire OA - OB de deux fagons différentes :
— A Taide des coordonnées :

On a O—/l(cos( );sin(a)) et O—l>3(cos(b)‘sin(b))

donc OA - OB = Rz X T5p T Ysi X Ygp = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

— A Taide du cos(OA, OB) :

_— —

— —
OA-OB = OA x OB x cos(OA, OB)
):

—_— — — — — — — — —
or (OA,0B)=(0A, i)+ (i,0B (Z,OB) (Z,O )=b—a+2kn, kcZ
—
donc OA-OB = 0OA x OB x cos(a — b) = cos(b — a)
Conclusion : Va € R et Vb € R on a cos(b — ) cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

w Démontrons la formule (2) :
11 suffit de reprendre la formule (1) en remplacant b par —b.
cos(a + b) = cos(a — (—b)) = cos(a) cos(—b) + sin(a) sin(—b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

m Démontrons la formule (3) :

N . . oY — o (Y —cac (T
D’apres le chapitre preifdent, on a sin(a b7)r = cos (2 (a b)) cos ((2 a) + b)
donc sin(a — b) = cos <§ — a) cos(b) — sin (5 - a) sin(b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
w Démontrons la formule (4) :

11 suffit de reprendre la formule (3) en remplacant b par —b.
Alors sin(a + b) = sin(a — (—b)) = sin(a) cos(—b) — cos(a) sin(—b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

14



7.6.2 Formules de linéarisation

Dans les formules (2) et (4) précédentes, si on remplace b par a on obtient :

1. | cos(2a) = cos®(a) — sin*(a)

2. |sin(2a) = 2sin(a) cos(a) |

7.6.3 Formules de duplication

1. cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) = cos?(a) — (1 — cos?(a)) = 2cos?(a) — 1

1 2
donc 2 cos®(a) = cos(2a) + 1 d’ou | cos®(a) = W
2. cos(2a) = cos?(a) — sin®(a) = 1—sin?(a) — sin*(a) = 1 — 2sin’(a)
1 — cos(2
donc 2sin?(a) = 1 — cos(2a) d'ott | sin’(a) = C;S(“)

7.7 Autres formules 4 connaitre

7.7.1 Aire d’un triangle

Figure 12

On note S la surface du triangle ci-dessus, alors :
.
S = —besin(a)
2
.
S = ac sin(()

1
S = iab sin(0)

Démonstration :

o D/é@ntrons la troiséme formule :
Si ACH est aigu :

1
On sait que S = §BC x AH

1
Or dans le triangle AHC rectangle en H on a AH=ACx sin(#) donc S = §ab sin(0)
Si ACH est obtu :
On a sin(ACH) = sin(m — 6) = sin(0)

donc on obtient la méme formule.

15



7.7.2 Formule des sinus

Propriété
Dans le triangle ci-dessus, on a :
abc  a b ¢
25 sin(a)  sin(3)  sin(f)
Démonstration :

On sait d’apres le paragraphe précédent que :
1 1
S = §bcsin(a) = iacsin(ﬁ) = Eabsin(ﬁ)

2
En multipliant les égalités par he puis en prenant 'inverse, on obtient les bonnes formules.
abc

16



