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1 Courbes et droites

1.1 Equation de droite
Soit f une fonction et C; sa courbe représentative dans le repere (O, i 7
On note A et B deux points, différents, de la courbe Cy

)

)

Calculons I’équation de la droite (AB).

L’équation de la droite (AB) est de la forme y = max + p avec m le coefficient directeur et p
I'ordonnée a l'origine.

w Calculons m :

ya—yp _ f(za) — f(zB)

TA—TB TA—IB
- Calculons p :

On sait que A € (AB) donc ses coordonnées vérifient ’équation y = mz + p
xa) — flx xa) — flx

H@a) = F@B8) 0 done p= gy — 124 = fB)
A —TB rA—ITB

On sait que m =

donc ya =

Conclusion :
L’équation de la droite (AB) est :

:E [e— fe—

- [featen), |, fen-fen),,
TA— IR TA—TB

Cette formule n’est pas a apprendre par coeur.

1.2 Exemples

1. On note f la fonction définie sur R par f(z) = 2(z — 3)* +1
On note A le point de Cy d’abscisse 2 et B le point de Cy d’abscisse —1
Calculer I'équation de la droite (AB).

-3 1
2. On note f la fonction définie sur R* par f(z) = 367;
x

On note A le point de Cy d’abscisse 2 et B le point de C; d’abscisse —1
Calculer 'équation de la droite (AB).
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1.3 Taux de variation
On nomme f une fonction définie sur I et Cy sa courbe représentative dans (O, 7 7
On nomme A et B deux points de Cy

Vocabulaire :

)

)

On note taux de variation de f entre x4 et xp le rapport :
flxa) — f(zB
a8 (f) = 4) = /lzp)

rA—IB

Remarque : Le taux de variation de f entre x4 et xp est aussi le coefficient directeur de la droite
(AB)

1.3.1 Exemples

1. On note f la fonction définie sur R par f(z) = 5z — 6z + 7
Calculer le taux de variation de f entre 3 et —2.
T+ 3

2. On note f la fonction définie sur R\ {1} par f(z) = @12
l‘ —_—

Calculer le taux de vaiation de f entre —3 et —1.

2 Le nombre dérivé

On cherche maintenant & savoir ce qui se passe si on rapproche le point A vers le B jusqu’a ce qu’ils
se superposent.

(5

Tangente 3 ':r

a point dabscisse L

BN
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On remarque que lorsqu’on rapproche A de B la droite (AB) se rapproche de la tangente a la
courbe Cy au point d’abscisse .

Lorsque A est tres tres proche de B alors la droite (AB) est confondue avec la tangente a la courbe
Cy au point d’abscisse zp.

Comment traduire ¢a de fagon mathématiques ?

On souhaite traduire que :

Le coefficient directeur de la tangente a la courbe Cy au point d’abscisse zp est le taux de variation
de f entre x4 et xp lorsque A se rapproche de B.

On note x4 = xp + h 'abscisse du point A.

Pour traduire que le point A est tout proche de B on va donc dire que h tend vers 0. ( car si h tend
vers 0 alors 24 tend vers zg). Il faut donc calculer le taux de variation de f entre xp + h et xp
lorsque h tend vers 0.

flp+h) = flzp) _ flzp+h) - f(zp)
Or T[IB+h7:EB](f) = Tp+ h— TR = h
On traduit donc de la fagon suivante :

Le coefficient directeur de la tangente a la courbe Cy au point d’abscisse xp est :

i — Tim flxp+h)— f(zp)
h—0 h

On nomme ce coefficient directeur le nombre dérivé de f en zp

2.1 Définition

Définition du nombre dérivé de f en xp :

existe et est un nombre réel alors

Silim
h—0

flp+h)— f(zB)
h
on nomme nombre dérivé de f en zp et on note f'(xp) le nombre :

! — l
f(zB) Jim

flzp+h) - f(zp)
h
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2.2 Exemples

On note f, g et h les trois fonctions suivantes :
f: 2 — 2% définie sur R
g : x — — définie sur R*
h:x— :\U/E définie sur R™
1. Calculer f'(2)

i f@24+h)—f(2) i (2+h)?—(2)* i 4+4h+h*—4 . 4h + h?
h—0 h - h—0 h - h—0 h - h—0
donc }11111(1)4 +h=4donc|f(2) =4
2. Calculer ¢'(—1)
1 41 1 —1+h h

—14+h)— f(—1 _ —
g IR (Y T4k —1+h 14 h o —1+h
h—0 }IZ . h—0 . h h—0 h h—0 h
don Jimy —7 > gy = Jimy =57, = —1done [g/(-1) = -1

3. Calculer 1/(3)

- h(3+a) —h(3) _ \/m V3 i (V3+a—V3)(V3+a+V3)

" a0 b a(V3ra+ Vi)

donc lim (3+a) ) = lim = lim ! = L
«~0a(V3+a+v3) o0 a(m+ V3) -0 VBta+V3  2V3

donc | A/ (3) = 2\1/3

2.3 Tangente a une courbe en un point

2.3.1 Equation de la tangente a une courbe en un point

Soit f une fonction et Cy sa courbe représentative dans (O, 7, 7)

On note A un point de la courbe Cy.

On cherche a connaitre I’équation de la tangente a Cy en x 4.

On sait que ’équation est de la forme y = mx + p avec :

m = f'(xa) et y = f(za)

On trouve donc que p = f(za) — f'(xa)Ta

donc I'équation est y = f'(za)z + f(za) — f(xa)za = f(xa) (T — 24) + f(T24)

L’équation de la tangente a Cy au point d’abscisse x4 est :
y=f(za)(z —2a) + fza)

2.3.2 Exemples

m Soit f la fonction définie sur R par f(z) = z°.

On souhaite calculer I’équation de (D) la tangente a Cy au point d’abscisse zg = 2.
D’apres les exemples précédents : f/(2) = 4 et f(2) = 22 = 4 donc I’équation de (D) est
y=4(r—-2)+4=40—-8+4=4x—14

m Soit, f la fonction définie sur R™ par f(z) = /.

On souhaite calculer 'équation de (D) la tangente a Cy au point d’abscisse zg = 3.

1
D’aprés les exemples précédents : f'(3) = —= et f(3) = V/3 donc Péquation de (D) est

2V3

_ ! L Y S SN L.
y—2—\/§(x—3)+\/§—2\/§$ 5 +\/§—2\/§ + 5
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2.4 Coefficient directeur des tangentes et variations de la fonction

On remarque qu’il y a un lien entre le signe du coefficient directeur des tangentes et les variations de
la fonction f.

Sur la figure ci-dessus, on remarque que :

m Si la fonction est décroissante sur I alors le coeffcient directeur des tangentes aux points
d’abscisse dans I est négatif.

m Si la fonction est croissante sur I alors le coeffcient directeur des tangentes aux points d’abscisse
dans [ est positif.

Théoreme :
Si f est décroissante sur I et dérivable sur I alors Vzg € I on a f/(x9) < 0
Si f est croissante sur I et dérivable sur I alors Vag € I on a f'(zg) >0
Démonstration :

On note f une fonction, A un nombre positif et zg un nombre tel que xg+ h € I et zg € 1.
f(zo+h) — f(xo)
h
- f est décroissante sur [ et xg + h > x¢ donc f(xg+ h) < f(xo)
donc f@o+ h})L — /(@) <0 donc f'(xg) <0
m f est croissante sur I et xg + h > xg donc f(zg + h) > f(zo)

donc flao+ h]z — f(wo) > () donc f’(xo) >0

/ — 1
[ (o) m
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On voit donc que le signe du nombre dérivé est tres important pour étudier les variations d’une
fonction.

Mais nous n’allons pas nous amuser a calculer le nombre dérivée en tous les points de ’ensemble de
définition car nous allons y passer trop temps.

Nous allons donc construire des fonctions qui & x associe le nombre dérivé de f en x.

On nommera cette fonction la fonction dérivée de f.

3 Les fonctions dérivées
-
i,

)

Soit f une fonction définie sur I et Cy sa courbe représentative dans le repere (O,

)

3.1 Définition

Va € I tels que f'(z) existe, on nomme fonction dérivée de f

la fonction f': x — f'(z)

Attention I'’ensemble de définition de f n’est pas toujours le méme que ’ensemble de dérivabilité
(ensemble de définition de f’).

Vocabulaire

Lorsque f(x) existe on dit que f est dérivable en x et si f/(x) existe Vz € I on dit que f est
dérivable sur 1.

3.2 Fonctions usuelles

Etudions la fonction dérivée des fonctions de références.

3.2.1 La fonction carrée

On note f la fonction définie sur R par f(z) = 2

Calculons le nombre dérivé de f en zgR :

flzo+h)— f(zo) (wo+h)?2—23 23+ 2hxo+ h% — 22
T[xo—‘rh;xo}(f) = h = h = h

2hzo + h?
donc T[zg—l—h;zo](f) = e MR

donc f'(zg) = flg% 2z0 + h = 2xg

=2x9+h

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2°

AlorsVx € R f/(z) = 2x

Maintenant pour calculer le nombre dérivé de la fonction carré en x = 3, il suffit de faire :
f(3)=2x3=6
3.2.2 La fonction inverse

1
On note f la fonction définie sur R* par f(x) = —
T

Calculons le nombre dérivé de f en xoR* :

1 1 xo—wxo—h
_ flwo+h)—f(x0) _ao+h ao _ g+ hag
T[x0+h;xo](f) = h - h o h

Lycée Stendhal, Grenoble _0-
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—h -1

1
d el ) = e X R T 22+ hao
ONC Ty 4 hiarg] (f) x3 + hxg “h g + hag
1

-1
d = lim ——— = ——
one f'(wo) = B z3 + hxg z3

1
Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = —
x

Alors Vz € R*  f/(z) = L

T2

Maintenant pour calculer le nombre dérivé de la fonction inverse en x = 3, il suffit de faire :
1 1

f(3)—2—§:—§

3.2.3 La fonction racine carrée

On note f la fonction définie sur RY par f(x) = /z
Calculons le nombre dérivé de f en zoR™ :

et () = LD = Flo0) _ Voo b o VA _ (Ve TR Va0 £h+ )
[xo+h;xo] h (m - \/»)

xog+ h—xg 1

donc T[zoJrh;xO](f) (\/J:()T_i_\/—) \/%T‘i‘\ﬁ
donc f'(x¢) = h_)o\/aj()T+\/7 2\/%

Attention, ici f'(z) existe lorsque x € R’ et pas sur RT

Soit f la fonction définie sur RY par f(z) = vz

1

Alors Vz e Ry f'(z) =
2/

Maintenant pour calculer le nombre dérivé de la fonction racine carrée en x = 3, il suffit de faire :

o) =5

3.2.4 Les fonctions affines

On note f la fonction définie sur R par f(z) = az +b

Calculons le nombre dérivé de f en zoR :

flxzo+h)— f(xo) alro+h)+b—axg—b ah
T[xo-&-h;xo}(f) = h - h = ? =a

donc f'(zg) = %ii%a =a

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = ax + b

AlorsVz e R f/(z) =

Maintenant pour calculer le nombre dérivé de la fonction affine f(x) =3z — 5 en z = —1, il suffit de
faire : f'(—1) =3

Lycée Stendhal, Grenoble ~10-
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3.2.5 Résumé

On ne vas pas faire les calculs pour toutes les fonctions mais il va falloir retenir les formules

ci-dessous :

Dans le cas général

Fonctions

Fonctions dérivées

f(x) = k définie sur R

f'(z) = 0 définie sur R

f(z) = ax + b définie sur R

f'(z) = a définie sur R

f(z) = 2? définie sur R

f'(z) = 2z définie sur R

1
f(x) = — définie sur R*

T

1
f'(x) = ——; définie sur R*
x

f(z) = Vx définie sur Ry

1
’ . fo *
fiz) = NG définie sur R

des fonctions de référence :

On note n un entier naturel : n € N

Exemples :

1. On note f la fonction définie sur R par f(z) ==

Fonctions

Fonctions dérivées

f(z) = 2™ définie sur R

f'(x) = nz™"1 définie sur R

1
flx) = o définie sur R*

f(z) = —% définie sur R*

f(z) = cos(x) définie sur R

f'(z) = —sin(z) définie sur R

f(z) = sin(x) définie sur R

f'(z) = cos(x) définie sur R

alors f est dérivable sur R et f'(z) = 524

1
2. On note g la fonction définie sur R* par g(z) = —

alors g est dérivable sur R et ¢'(z) =

Lycée Stendhal, Grenoble
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3.3 Somme, Produit, inverse et quotient

Essayons maintenant de trouver des formules pour dériver des sommes de fonctions, des différences
de fonctions, des produits de fonctions et des quotients de fonctions.

Nous n’allons pas démontrer toutes ces formules sauf si vous le demandez en classe. ( Je ferais un
doc avec les démonstrations )

Voila quelques formules & connaltre et a savoir appliquer :

On note u et v deux fonctions définies sur le méme intervalle 1.

Fonctions Fonctions dérivées

f(@) = u(z) + v(z) fl(x) = u'(x) +'(2)

3.3.1 Exemples
Trouver la dérivée des fonctions ci-dessous :

1 3r —5
2r—3 h(x)—2$+3

f(z) =4a® —32% + 62— 7 g(x) w(zr) =V3xr+4

1. Pour la premiere on utilise les formules de la somme et de la différence :
f est définie sur R et dérivable sur R :
fl(x) =4 x5zt —3x 2246 =20z — 6246

u(z)

v(z)

g est définie sur R\ {g} et dérivable sur R \ {g} :

(

2. Pour g on utilise la formule de la dérivée de

Onag(x):v:U

avec u(x) = 1 donc u/(z) = 0 et v(x) = 2z — 3 alors v'(x) = 2 donc :

oy L w(@v() —u(@)'(z) 2
9(@) = v2(x) T (21— 3)2

u(z)
v(x)

3
h est définie sur R\ { —;} et dérivable sur R \ {—5} :

i) = ) e

avec u(z) = 3z — 5 donc u'(z) = 3 et v(x) = 22 + 3 donc v'(z) = 2
iy 32r+3)-23z-5) z-1

done h(z) = (22 + 3)2 " (22 +3)2

3. Pour h on utilise la formule de la dérivée de

Lycée Stendhal, Grenoble _12-
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4. Pour la derniére on utilise la formule de la dérivée de vax + b :

w est définie sur [—g; +oo] et dérivable sur | — 3 +o0]
w(z) = —=— avec u(z =3r+4eta=3

(#) = s e u(e)
donc w'(x) = 5

23z +4

4 Approximation affine d’une fonction en un point

Un approximation affine est une approximation d’une fonction par une application affine.
Au alentours d'un point, on cherche une application affine mz + p qui est environ égal a f(z).

On sait déja qu’au alentour d’un point, la courbe et la tangente a la courbe en ce point, sont tres
proche.
Définition : On note f une fonction dérivable sur I et a € 1

Pour tout a € I, on dit que la fonction x — f(a) + f'(a)(z — a)
est une approximation affine de f en a.
Et on écrit, pour tout x tres proche de a :
f(@) ~ fa) + f'(a)(z — a)

ou
Pour h petit, on a f(a+ h) =~ f(a) + f'(a)h

Exemple : Soit f la fonction carré définie sur R. Pour tout x tres proche de 3 on a :
f(z) = 6(x —3)+9 donc f(z) ~6x—9

Par exemple : £(3,001)~ 6 x 3,001 — 9 = 9,006

Vérification : f(3,001) = 3,001% = 9, 006001

Lycée Stendhal, Grenoble _13-
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5 Exemples et applications

5.1 Dérivabilité de la fonction racine carré

La fonction f : x — v/x est définie sur R™ ou [0; +oc[
Est-elle dérivable sur ’ensemble de définition ?
Si on regarde la courbe représentative de la fonction f on voit qu’en 0 elle admet une tangente
verticale. Elle ne semble donc pas dérivable en 0.
Etudions la dérivabilité en = = 0.
Soit h € R :
rona(f) = L= O _Vh_ 1
[O—l-hf} B L \/E
Or —= n’admet pas de limite réel lorsque h tend vers 0 donc f n’est pas dérivable en 0.

Vh

Conclusion : f(z) = v/z est définie sur R™ et dérivable sur R.

5.2 Dérivabilité de la fonction valeur absolue

La fonction f : x +— |z| est définie sur R

Est-elle dérivable sur ’ensemble de définition ?

Si on regarde la courbe représentative de la fonction f on voit qu’en 0 elle admet deux tangentes
différentes.

Elle ne semble donc pas dérivable en 0.

Etudions la dérivabilité en z = 0.

Soit h #£ 0 :

h)— f(0 h
Tlo+hi0 (f) = 7]6( ) n 1) = |h’
Il y a donc deux cas possibles :

h
m Si h > 0 alors Tjgyp.0)(f) = 7= 1 et donc %in%) Tio+hs0] (f) = }lzin%) 1=1

—h
m Sih < 0 alors Tjgqp,0)(f) = W= —1 et donc }llin% Tio+h0) (f) = }Lim —-1=-1
— —0

Il y a donc deux limites différentes, donc f n’est pas dérivable en 0.

5.3 Variations d’une fonction

Pour étudier les variations d’une fonction f il suffit d’apres le cours précédent, d’étudier le signe de
sa dérivée f.

20® +3x+5
Exemple : f(z) = 22T ST HO
r—3
f est définie sur R \ {3}. Calculons sa fonction dérivée en utilisant la forme f(x) = uEx;
v(x

On note
w1 ;3 22° 4 3z + 5 définie et dérivable sur R
) : x — 3 définie et dérivable sur R
Alors v/(z) =4z + 3 et V'(z) =1
f est dérivable sur R \ {3} comme quotient de deux fonctions dérivables sur R ~\ {3}.
, u'(x)v(z) —u(z)v'(x) (4o +3)(x—3) — (222 + 3z +5)(1) 2(z?—6x—7)
et f'(x) = . - -
v3(z) (z —3)? (z —3)?
Il faut donc étudier le signe de z? — 6z — 7 puisque (x — 3)2 est toujours positif.
A =0b*—4ac=(—6)% —4(-7)(1) = 36 + 28 = 64 = 82
donc A > 0 et il y a deux racines réelles distinctes :

-b+vA 648
= = =7
2a 2
1L 253 —_b_ A_6_8__1
T 24 T 2

Lycée Stendhal, Grenoble _14-



2006 — 2007 Les fonctions dérivées Classe de Premiere S

On obtient donc le tableau de signe suivant :

x ‘—oo -1 3 7 +o00
f(x) | T 0 — | = 0

f(=1)=—1et f(7) =285
Le tableau des variations de f est donc :

x ‘ —00 -1 3 7 +00
-1 |
f(x) /! NN /!
28.5

5.4 Vitesse et accélération

On note d la distance parcourue par un mobile, en fonction du temps ¢. La distance parcourue par le
mobile & l'instant ¢ est donc donnée par d(t).

5.4.1 Vitesse moyenne et vitesse instantanée

Vitesse moyenne
La vitesse moyenne est la vitesse du mobile entre un instant ¢; et un instant to.
Elle est donnée par la formule :

Ad _ d(t2) —d(t)

Vmoyenne [tlatQ] = E = t2 — tl

C’est le taux de variation de la fonction d entre t; et to

Exemple :

On suppose que la distance d’'un mobile en fonction du temps est donnée par la fonction :
d(t) = 50t? ou d est en km et t en h

Calculons la vitesse moyenne du mobile entre t =1 h et t = 2 h.

d(2) —d(1 200 — 50
Vmoyenne[1;2] = ( ; 1( ) = 1 =150 km/h
Vitesse instantanée
La vitesse instantanée est la vitesse du mobile a 'instant ¢;.

Cela revient donc & faire tendre t9 vers t; dans la formule de la vitesse moyenne et donc d’arriver a
la formule suivante :

d(tl + h) — d(tl)

Si flLir% Y existe et est un réel unique alors :
d(ty + h) —d(t
V(t1) = lim (i +h) (tr)
h—0 h

C’est le nombre dérivé en t; de la fonction d

Exemple :

On suppose que la distance d’un mobile en fonction du temps est donnée par la fonction :
d(t) = 50t? ou d est en km et t en h

Calculons la vitesse instantanée du mobile & l'instant ¢t = 1 h.

d est définie et dérivable sur R et d'(t) = 100t donc V(1) = d'(1) = 100 km/h
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5.4.2 Accélération moyenne et accélération instantanée

Accélération moyenne
L’accélération moyenne est ’accélération du mobile entre un instant ¢; et un instant ¢o.
Elle est donnée par la formule :

AV V(ty) = V(h)
Amoyenne[t1>t2] = At = ty — 11

C’est le taux de variation de la fonction V entre t1 et to

Exemple :

On suppose que la distance d’un mobile en fonction du temps est donnée par la fonction :
d(t) = 50t*> ou d est en km et t en h

Calculons l'accélération moyenne du mobile entre t =1 h et t = 2 h.

On sait que la vitesse instantanée est donnée par la fonction V(¢) = 100¢, donc :
Amoyenne[1, 2] = V@ -v) _200-100 km/h?

2—1 1
Accélération instantanée

L’accélération instantanée est I'accélération du mobile & l'instant ¢;.
Cela revient donc & faire tendre o vers t; dans la formule de I’accélération moyenne et donc
d’arriver a la formule suivante :

V(ty +h) —V(t)

Si %irr(l) Y existe et est un réel unique alors :
Alty) = tim LT =V
h—0 h

C’est le nombre dérivé en t; de la fonction V'

Exemple :

On suppose que la distance d’un mobile en fonction du temps est donnée par la fonction :
d(t) = 50t*> ou d est en km et t en h

On sait que la vitesse instantanée est donnée par la fonction V'(¢) = 100¢, donc :
Calculons l'accélération instantanée du mobile a I'instant ¢ = 1 h.

V est définie et dérivable sur R et V'(t) = 100 donc A(1) = V'(1) = 100 km,/h?

5.5 Elasticité de la demande en fonction du prix

Rappel sur le taux d’accroissement :

Soit a et b deux nombres réels avec a # 0.
b—a

Le taux d’accroissement entre a et b est le nombre réel t défini par : t =
a

En économie, la sensibilité de la demande par rapport au prix se mesure grace a 1’elasticité :
L’élasticité de la demande par rapport au prix est le rapport entre le taux d’accroissement de la
demande par rapport au taux d’accroissement du prix.

Supposons que 'on arrive a traduire la demande d’un produit en fonction se son prix unitaire par
une fonction f:p — f(p)

p représente le prix unitaire d’un produit et f(p) la demande pour ce produit en fonction du prix p.
On note e I’élasticité de la demande par rapport au prix entre p; et p2 , et par définintion on a :

f(p2) — f(p1)

f(p1)
P2 —p1
p1
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Si le prix p varie de 1 % alors la demande varie de e %
Supposons que le prix varie d’une petite quantité et donc que po = p1 + h avec h un nombre proche
de 0, alors on obtient :

fpr+h) = f(p1)

f(p1) _ St h) = flp) o _ forth) = fp) | m
pith—p f(p1) h h f(p1)
b1

Si f est dérivable en p; et si on fait tendre h vers 0 alors on obtient :

~ pif'(p)
ep1) = f(p1)

Exemples :
La fonction suivante donne 'expression de la demande D d’un produit en fonction de son prix
unitaire p :

200
D =100—-5
(p) P+ 515
Calculons 'élasticité pour p = 10 euros.
5
D est dérivable sur R ~ {—5}
On note
w1 : p — 100 — 5p définie et dérivable sur R avec u'(p) = —5
et
200 5 400
"y T définie et dérivable sur R {—5} avec v'(p) = —m
5 400

D est donc définie et dérivable sur R ~ {—5} et D'(p) = -5 — e

D’apres la formule de I’élasticité, on a :

10D'(10)
10) = =2 0
T
400 400
D'(10)= 5~ = 5 - = 564
Or D'(10) = —5 2522005 o = 5.6
et D(10) = 100 = 50 + T = 50 + 8 = 58
10 x (5, 64
Donc e(10) = 22X (5560 o7

donc pour un prix proche de 10 euros, si le prix varie de 1 % alors la demande varie de 0,97 %.
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