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I. Les trindmes du second degré

1. Grille d'auto-évaluation

A : Acquis au jour d'aujourd’hui
EA : En cours d'acquisition au jour d'aujourd'hui
NA : Non acquis au jour d'aujourd'hui.

Savoir, Savoir-faire et compétences EA NA

Savoir trouver la forme canonique d'un trinéme du
AN201 )

second degré.

Savoir résoudre une équation du second degré a une
AN202 | 1 &

inconnue.

Savoir résoudre une équation se ramenant au second
AN203 , 1

degré.
AN204 | Savoir résoudre une équation bicarrée.

Savoir résoudre une équation par changement de
AN205 | 1 P &

variable.

Savoir résoudre un systéme se ramenant au second
AN206 , 7

degré.
AN207 | Savoir factoriser un trindme du second degré
AN208 | Savoir résoudre une inéquation du second degré.
AN209 | Savoir résoudre une inéquation plus complexe.
AN210 |Savoir trouver des racines évidentes d'un polynoéme.

Savoir factoriser un polynéme de degré supérieur ou
AN211 | "

égal a3

Savoir décrire la courbe d'une fonction polynéme du
AN212 )

second degré.

Savoir décrire les variations dune fonction polynéme
AN213 ]

du second degré.
AN214 | Savoir résoudre un probleme sur les polyndémes.




2. Exercices résolus dans ce chapitre

AN201 Savoir trouver la forme canonique d'un trinéme du second degré.

1. Trouver une forme canonique du trinéme : x°+3x—5

2. Trouver une forme canonique du trinéme : 2x*~3x+5

3. Trouver une forme canonique du trinéme : —2x°—4x+1
4. Trouver une forme canonique du trinéme : 3x”>—24 x+48

AN202 Savoir résoudre une équation du second degré & une inconnue.

1. Résoudre dans R I'équation : 5x°+3=0

2. Résoudre dans IR I'équation : 5x’~3=0

3. Résoudre dans IR I'équation : 6x°—8x=0

4. Résoudre dans IR I'équation : x”+x—6=0

5. Résoudre dans IR I'équation : 4x’—24x+36=0
6. Résoudre dans R I'équation : x’+2x+4=0

7. Résoudre dans R I'équation : 4x°+8x+3=0

8. Résoudre dans R I'équation : x’*+9x+7=0

AN203 Savoir résoudre une équation se ramenant au second degré.

1. Résoudre dans R ['équation : (¥+3)(x—=5)=(2x-5)(x+2)
2. Résoudre dans R I'équation : x’—4+/2x+6=0

8x—11
3. Résoudre dans IR I'équation : ;(—8 =x—3
4. Résoudre dans IR I'équation : x*+5.10"x—5.10"=0
, 2x—1_4x-5
5. Résoudre dans IR I'équation : =
x+3  x—1

AN204 Savoir résoudre une équation bicarrée par changement de variable.

1. Résoudre dans R I'équation : x*—9x°+20=0

2. Résoudre dans IR I'équation : x'—1=0

3. Résoudre dans IR I'équation : x*+3x’—4=0

4. Résoudre dans IR I'équation : 16x*—24x*+5=0

5. Résoudre dans IR I'équation : x'—2,26 x°+0,0225=0
6. Résoudre dans R I'équation : x*+3x°+2=0

7. Résoudre dans R I'équation : x*—14x’+49=0

AN205 Savoir résoudre une équation par changement de variable .

* 1.4
1. Résoudre dans R" I'équation : ?"‘; -5=0

2. Résoudre dans R™ I'équation : —=9
X



. , 1 11
3. Résoudre dans R I'équation : 7% -—=0

4. Résoudre dans IR I'équation : 2cos’6—cosf—1=0
5. Résoudre dans R 'équation : 4c0520—2(1+\@) cos 0+ \@:O:O

6. Résoudre dans IR 'équation : Sin29_Z:

7. Résoudre dans R I'équation : 2sin’0+(2—+/3)sin0—3=0
8. Résoudre dans R I'équation : sin’0—sin@=0

9. Résoudre dans IR I'équation : t— Vi—12=0

10. Résoudre dans R I'équation : t+10 Vi+25=0

11. Résoudre dans IR I'équation : t+2\1+7=0

AN206 Savoir résoudre un systeme se ramenant au second degré.

1. Résoudre dans RXR le systeme : x+y=2
xy=-39
Xty=——
2. Résoudre dans RXIR le systeme : 3
X)/ =— 2—
x+y=1
3. Résoudre dans RXIR le systeme : xyzl
4

cos0,+ c0592=£/§—_1

4. Résoudre dans RXR le systéme : 3
cos0,Xcosl,=—-—
4
2 2 _
5.Résoudre dans RXIR le systéme : ﬁg ;BBE:IA?O

AN207 Savoir factoriser un trindme du second degré.

1. Factoriser A=-3x"-6x+24
2. Factoriser B=3x>—4

3. Factoriser C=2x’+34x+ 132
4. Factoriser D=—x’++3x+18
5. Factoriser E=-20x"+10x

AN208 Savoir résoudre une inéquation du second degré.

1. Résoudre dans R l'inéquation x*—2x—15<0
2. Résoudre dans IR I'inéquation 4 x’—28x+49>0



3. Résoudre dans R I'inéquation 3x°+5<0
4. Résoudre dans R I'inéquation x*—0,03 x—0,034>0
5. Résoudre dans R I'inéquation — x”+2mx+ 37’ >0

AN209 Savoir résoudre une inéquation plus complexe.

4
1. Résoudre dans R I'inéquation : >>1
(x-2)
—3)(x*+3x-4
2. Résoudre dans R ['inéquation : % )(9; £=4) <0
x°+5
. _ x=2_x+1
3. Résoudre dans IR I'inéquation : >
x+3 x+2

4. Résoudre dans R l'inéquation : V¥’ +21x+100<10

AN210 Savoir trouver des racines évidentes d'un polynéme.

X' +3x°-9x’+6x-1
x*+x°-3x-3
x'—8x°+8x—x
=x"-5x°+4x

1. Trouver une racine évidente de P (x)
2. Trouver une racine évidente de P (x)=
3. Trouver une racine évidente de P (x)

4. Trouver une racine évidente de P(x

AN211 Savoir factoriser un polyndéme de degré supérieur a 3.

1. Factoriser le polynéme P (x)=x"-13x+12

2. Factoriser le polynéme P (x)=x"— 2¢5+3 )x?+(6 5-15) x+45
3. Factoriser le polynéme P (x)=x"+x°-9x*~7 x+14

4. Factoriser le polynome P (x)=x"+7x*+11x*~7 x—12

5. Factoriser le polynéme P (x)=x x'—4x+4

6. Factoriser le polynéme P(x)zx —10x +9x

7. Factoriser le polynéme P (x)=x"

AN212 Savoir décrire la courbe d'une fonction polynéme du second degré.

1. Décrire la courbe de la fonction f:x > x°+6x —4

—1 17
2 Décrire la courbe de la fonction g:x > ——x"——x—-—

2 3 18

3. Décrire la courbe de la fonction /h:x +— —3X2+24x—7

AN213 Savoir décrire les variations dune fonction polynéme du second degré.

1. Etudier les variations de f:x > 4x°—8x—3
2. Etudier les variations de g:x > —2x’—3
3. Etudier les variations de /i:x +— —5x%’+10x—5



AN214 Savoir résoudre un probleme sur les polynomes.

Probleme 1 : Calcul de la somme S, =1X2+2X3+...+nX(n+1)

Onnote S, =1X2+2X3+...+nX(n+1)
1. Trouver un polynéme P de degré 3 tel que P(x+1)—P(x)=x(x+1) et
P(0)=1
2. En déduire que S,=P(n+1)-P(1)
n(n+1)(n+2)
3

3. Démontrer alors que S,=

4. Calculer Sy,

Probléme 2 : Polyndme symétrique P(x)=5x"—7x"+2x° =7 x+5

Onnote P(x)=5x"-7x*+2x>~7 x+5
1. 0 est-il une racine de P ?

2. On note « une racine de P . Montrer que — est aussi une racine de P.
o

7 5
3. Démontrer que o’ =7 a+2 —;+—2=0
o

1
o+—
X

4. On note B= . Démontrer que —58°-7B-8=0.

5. Trouver alors les racines de P .

Probleme 3 : Ftude de P(x)=x*+(k—5)x°+(6-6k*~5k)x’+6k(5k+1)x—36 k>

P(x)=x"+(k-5)x"+(6 -6k -5k)x’+6k(5k+1)x 36k
1. Trouver les valeurs de k pour que 0 soit une racine évidente de P .
2. Trouver les valeurs de k pour que 1 soit une racine évidente de P .
3. Trouver les valeurs de k pour que -1 soit une racine évidente de P .
4.2 est-il une racine évidente de P ?
5. Démontrer que 3 est une racine évidente de L.

6. Résoudre x*+(k—5)x"+(6—-6k>~5k)x*+6 k(5k+1)x—36k°=0




3. Le cours et les démonstrations
a. Définitions et vocabulaire
Triné6me du second degré

Définition 1 :

Un trindéme du second degré est un polynéme de degré 2 de la forme :

P(x)=ax’+bx+c,a€R ,beRetceR

Exemples :
Pl(x)=2x2+6x+5 PZ(x)Z—x2+7x—10
P (x)=4x*-16 P,(x)=5x

Forme canonique d'un trindéme du second degré

On souhaite trouver une expression littéral égale en faisant apparaitre une
seule fois la variable x .

Exemple :

. Pl(x):x2—2x+1

On a évidemment P1(x)=(x—1)2

e P (x)=2x"+8x+16

On a Pz(x)=2(x2+4x+8) Jor x’+4x=(x+2)"—4 donc
P,(x)=2[(x+2)’-4+8]=2[(x+2)’+4] donc

P (x)=2(x+2)’+8

Etude du cas général :

On note P(x)=ax’+bx+c un polyndme de degré 2 avec a # 0.

Comme a # 0 alors on peut factoriser par a :

, b c
X +—x+—
a a

P(x)=a

2, b . T
or X +Z ¥ est le début d'une égalité remarquable car

2

) b b v
X +t—Xx=|\x+—| -7
a 2a 4a
b b\ P
donc, en remplacant X’+=x pa | =
o CR P A P 2a) 44°

on obtient donc



2
¢
P 4a+=
a

2
b
X+—

P(x)=a >

b
X+— =a
2

a

4a’

1724ac]

Définition 2 :

Si P est un polynéme tel que P(x)=ax’+bx+c aveca€ R ,beRetc€R
alors on peut écrire P sous forme canonique :

2 2
b b*—4ac
Forme 1 : P(x)=a x+ﬂ =0
ou
b\ -4
Forme2: P(x)=a|x+—| —— z
2a 4a

Il n'est pas utile de savoir par coeur ces deux formules. Il faut surtout retrouver
les formes canoniques par le calcul.

[0 La forme canonique numéro 1 va nous permettre de factoriser les trindmes
du second degré et de résoudre des équations et inéquations que l'on ne savait
pas résoudre auparavant.

[0 La forme canonique numéro 2 va nous permettre de tirer des conclusions sur
le représentation graphique et sur les variations des fonctions polynémes du
second degré.

. Equations et inéquations du second degré
Equations du second degré

On sait déja résoudre des équations du second degré quand on peut factoriser a
l'aide d'un facteur commun ou a ['aide des identités remarquables.

Exemples :

e ¥'—4=0 o (x+2)(x-2)=0 o x=2 ou x=-2 donc S=|-2,2]

¢ X’=3 o _xZ—SZO o (x+V3)(x—3)=0 & x=13 ou x=-3 donc
S [—@;\/3}

e x'—4x=0 o x(x-4)=0 o x=0 ou x=4 donc S=[0,4]

Maintenant nous voudrions savoir résoudre les autres équations du second
degré comme par exemple : x*+3x+2=0 .

Exemple : Résoudre dans R I'équation x°+3x+2=0

On va pour cela, chercher la forme canonique numéro 1 du trinéme x*+3x+2
puis ensuite factoriser ['expression trouvée.
9 8 3

— == x+=
4 4 2

2 2

1

s+ 3x+2= —
4

3
X+—=
2



donc

2+3x+2=0
P D U PO U T
I Y g 22 2 2|

o (x+2)(x+1)=0 & x=-2 ou x=-1 donc 52{—2;—1
Cas général :
On souhaite résoudre dans R I'équation ax’+bx+c=0 aveca # 0 :

O Premier cas: Sic=0

ax’+bx+c=0 o ax’+bx=0 o x(ax+b)=0 & x=0 ou x=-b
donc S=<0;—b>

[0 Deuxiéemecas: Sib=0etc#0
2 C
ax’+bx+c=0 © ax’+c=0 o x +Z:O

Premier sous cas :

. ¢ . .
Si £>0 alors il n'y a aucune solution et S= &

Deuxiéme sous cas :

c

Si <0 alors 4820 o 50 o x+\ﬁ (x— —)ZO
a a a a a
= xz\/£ ou x:—\/Z donc 5:[_\/£/ i}
a a a a
[0 Troisiemecas:Sib#0etc#0
2 2 2 2
ax’+bx+c=0 & a x+i b —42ac =0 = X+i L 742516:0
2a 44 2a 44

Pour pouvoir factoriser cette expression il faut étudier le signe de 4*—4ac :

Dans toute la suite de la résolution, on notera discriminant du trin6me,

le nombre :
A=b"—4ac
Premier souscas:SiA =0
2
b b
ax’+bx+c=0 = x+i =0 o x+—=0 & x=——
2a 2a 2a

Il y a donc une seule solution réelle : S :{;—b]
a



Deuxiéme souscas: SiA <0

2 2

b
X+—
a

b
X +—
2a

A
44°

A
4a

ax’+bx+c=0 o a =0 o

or dans R un carré n'est jamais négatif, donc il n'y a pas de solution dans
Ret S=4.

Attention : En Terminale ces équations auront des solutions dans un
ensemble plus grand que IR que I'on nomme € (I'ensemble des nombres
complexes).

Troisiéme souscas: SiA > 0

ax’+bx+c=0
b\ A
e a|lx+—| -—
2a] 44°
= x+ll2+ ig—x x+l22— i£—=0
2a 44° 2a 44
2 — 2
= x+ll +lé-x x+ll —1§;:o
2a 2a 2a 2a
_b+VA —b-A
2a 24

—b+VA -
2a

Il y a deux solutions réelles distinctes x,= et x,= >
a

—b—VA —b+VA

24 ' 2a

donc S 2[

Conclusion :

Soit ax’+bx+c un trindme du second degré tel quea # 0, b # O et ¢ #
0. On note discriminant du trinéme le nombre A=4’-4ac alorsily a
trois cas possibles pour résoudre I'équation ax’+bx+c=0 :

—b
O Premier cas: Si A=0 Il y a une seule solution dans R : S:[Zl

O Premier cas: St A<0 Il n'y a pas de solution dans R et S=4.

O Premier cas: St A>0 Il'y a deux solutions réelles distinctes :

_—b+lA " _—b-aA
2a

2 2a

X1

Inéquation du second degré

On sait déja résoudre les inéquations du second degré lorsqu'on peut les

10



factoriser 4 l'aide d'un facteur commun ou a l'aide des identités
remarquables.

Petit rappel :

Pour résoudre une inéquation du second degré il faut faire apparaitre
tous les termes dans le méme membre, factoriser I'expression obtenue et
ensuite faire un tableau de signe.

Exemple :

Résoudre dans R l'inéquation :(x—1)(2x+3)—(x-1)(83x-5)<0
(x-1)(2x+3)~(x-1)(3x-5) <0 (x-1)[(2x+3)-(3x-5)|<0
e (x-1)(-x+8)<0

Dressons le tableau de signe de (x—1)(-x+8) :

e ¥x—1=0 & x=1

e —x+8=0 o x=8

x |- 1 8 + o0
x-1 -0+ |+
-x+8 +| + 0 -
f(x) -0+ 0 -

Donc l'ensemble des x pour lesquels (x—1)(—x+8)<0 est
S=]-o0;1]U[8; 40|

Nous savons aussi résoudre les inéquations du type :

x’-5<0  4x’>5x (x—2)"-4<0 et (3x-4)">9(x+2)

A faire pour vous amuser et réviser ...

Maintenant nous voudrions savoir comment résoudre les autres
inéquations du second degré comme par exemple : x*+3x+2>0

Exemple : Résoudre dans R l'inéquation x’+3x+2>0

On va pour cela, chercher la forme canonique numéro 1 du trindéme
x>+ 3x+2 puis ensuite factoriser I'expression trouvée.

2 2

X’ +3x+2= er§ —2+§= x+E 1
2] 4 4 2] 4
donc
3V 1
X’+3x+220 & |x+=| -=>0
2 4
o x+%+% x+%—%)>0©(x+2)(x+1)>0

11



Il faut donc dresser le tableau de signe de (x+2)(x+1) :
e ¥x+2=0 & x=-2

e x+1=0 & x=-1

x |- -2 -1 + o
x+2 -] -0 +

x+1 -0+ | +
f'(x) +0 - 0 +

Donc l'ensemble des x pour lesquels (x+1)(x+2)=0 est
S=]-00;-2]U[-1;40o].

Cas général :
Avant de commencer nous allons démontrer le théoréeme suivant :

Théoreme ( Factorisation des trindmes du seconde degré )
On note ax’+bx+c un trindéme du second degré aveca # 0, b # O et
# 0. On note aussi A=b"—4ac
Alors

, 2 2 b
O Si A=0 alors ax™+bx+c=a(x-x,)" avec xl:_ﬂ
—b+VA

0 Si A>0 alors ax’+bx+c=a(x—x)(x—x,) avec x,= >
a

L _—b=Va
? 2a
0 Si A<O alors on ne peut pas factoriser ax’+bx+c¢ dans R

et

Démonstration :

On part de la forme canonique numéro 1 :
2

A

x+i —
44°

a

ax’+bx+c=a

0O Si A=0 alors
2

b
2 = — = — 2 =
ax“+bx+c=a x+2a a(x—x,)" en posant ¥, 7
0 Si A>0 alors
( uV A b\ (yal
ax’+bx+c=a||x+—| - — |=a||x+—| —[=
2a] 44 4a° 2a
donc
) b A b A
+bxtc=alx+—+— ———
aermmema 2a 2a 2a  2a

donc

12




—b—A\[ _—b+Va

ax’+bx+c=a

x—

2a 2a
—b+A —b-A .
donc en posant x,=——— et x,= on obtient
2a 2a
ax2+l7x+c=a(x—x1)(x—x2)
0 Si A<O alors
) v \olal] .
ax“+bx+c=a x+2— +-—| quin'est pas factorisable dans R
a a

Maintenant que nous savons factoriser les trindmes du second degré,
nous pouvons étudier leur signe en dressant un tableau de signe :
0 Si A=0 alors

2

b b
ax’+bx+c=a x+£ =a(x—x,)* en posant xl__Z_a
donc le tableau de signe de ax ™~ 2+bx+cest :

X —00 xl + o0
a(x—xl)z Signe de a 0  Signedea
0 Si A>0 alors ax2+bx+c=a(x—x1)(x—x2) avec
x:—b+JZ e.x:_b_JZ
! 2a 2 2a

Donc le tableau de signe de ax’+bx+c est :

X —00 xz x1 + o0
X=X, - | - 0 +
X=X, - 0 + | +

alx—x,)(x—x,) Signe de a 0 Signede-a 0 Signedea
v, la
0 Si A<O alors ax’+bx+c=al||x+—| +1—
2a) 44°

donc ax’+bx+c est toujours du signe de a et ne s'annule pas sur R.
Donc son tableau de signe est :

X —00 + oo

ax’+bx+c Signe de a

Exemple :
Résoudre dans r ['inéquation suivante : x*4 x—30<0

13




x>+ x—30 n'est pas une identité remarquable et ne se factorise pas &
l'aide d'un facteur commun.

Calculons le discriminant du trindme :
A=b"—4ac=1"-4x1x(-30)=1+120=121=11’

On trouve donc que A>0 eta=1.

A s o S U o V2 Yt o VS
' 2a 2 24 2

donc on obtient le tableau de signe :

X —00 -6 5 + o0
1(x-5)(x+6) + 0 - 0 +

c. Les polynémes
Vocabulaire et définitions

Définition 3 :

On appelle polynéme de degré n, et on les nomme P(x) , une expression
littérale en x de la forme.

P(x)zaﬂx”+an_lx”_1+...+azx2+a1x+a0 avec 4,70

Exemples :
« P(x)=3x"+5x+7 est un polynéme de degré 2.
e P(x)=3x"+5x"+7x"=3 est un polynéme de degré 8.

 P(x)=x"-8 est un polynéme de degré 3.

Définition ( Racine d'un polynéme )
On nomme racine (ou zéro) d'un polynoéme P tout réel o tel que P(ax)=0.

Exemples :

* Si P(x)=x"—4 alors les racines de P sont 2 et -2
car P(2)=0 et P(-2)=0

(2)
«Si P(x)=x"-2x+1 alors P admet une seule racine qui est 1 car P(1)=0
« Si P(x)=x"-8 alors P admet une seule racine 2 car P(2)=0.

Racine de polynomes de degré 1
Définition 4 :
On note P(x)=ax+b aveca # 0.

Alors P admet une seule racine réelle x,= -

14



Démonstration :

pl-L)a{ L0
a a
Exemples :

e P(x)=2x+3 admet une seule racine réelle x,=—=

2

e P(x)=-2x+3 admet une seule racine réelle x,==

2

Racine de polynomes de degré 2

On note P(x)=ax’+bx+c aveca # 0.
On note A=4"—4ac le discriminant du polynome.
D'apres les calculs sur les équations, on a :

O Si A=0 alors P admet une seule racine réelle x1=—ﬂ

O Si A=>0 alors P admet deux racines réelles distinctes :
_—ba o _—b-iA

Y1 2a t %= 2a

0 Si A<O0 alors P n'admet aucune racine réelle.

Racine de polynomes de degré supérieur a 2

Gréce a la résolution des équations de degré 2, on va pouvoir trouver les
solutions de certaines équations de degré supérieur & 2. Pour cela nous
utiliserons un théoreme qu'il faudra admettre en premiere S.

Théoreme ( Factorisation des polynémes )

Si & est une racine du polynéme P alors il existe un unique polynéme Q
tel que :

Pour tout x € R, P(x)=(x—a)XQ(x) avec 4 Q=d P-1

Ce théoreme est tres important et permettra de trouver les racines de
polynémes de degré 3 ou 4 ...

Exemples :

« On souhaite trouver les racines de P(x)=x"-7a+6 de degré 3 apres avoir
vérifié que 1 est une de ses racines.

Vérifions que 1 est une racine de P :

P(l):13—7><1+6:1 —7+6=0 donc 1 est racine de P.

Appliquons maintenant le théoréme précédent :

Comme 1 est une racine de P, il existe un unique polynéme Q de degré 2

tel que P(x)=(x-1)XQ(x).

156



Si Q est de degré 2 il est de la forme Q(x)=ax’+bx+c aveca # 0.
donc P(x)=(x—1)(ax’+bx+c) . 1l reste & identifier a, b et c.
P(x)=ax’+bx*+cx—ax’—bx—c=ax’+(b—a)x’+(c-b)x—c

Par identification avec P (x)=x"—ax+6, on trouve :

a=1
b—a=0 a=1
e b=1 donc P(x)=(x—1)(x’+x-6)

Pour trouver les racines de P il suffit de trouver les racines du polynéme du
second degré Q(x)=x’+x-6 et de ne pas oublier 1.

Racines du polynéme Q :
A=b"—4ac=1"-4x1x(-6)=1+24=25=5".
donc A>0 et Q admet deux racines réelles distinctes :

_—b+\/Z:—1+\/?:—1+5:

X = 2
24 2 2
et
bA —1-45 —1-5
xzz = = :—8

2a 2 2
Conclusion : P admet 3 racines réelles distinctes : -3 ; 1 et 2

« On souhaite trouver les racines de P(x)=x"-3x’+4x—4 de degré 3 apres

avoir vérifié que 2 est une de ses racines.

Vérifions que 2 est une de ses racines :
P(2)=2°-3x2°+4x2-4=8-12+8-4=0 donc 2 est racine de P .

Appliquons maintenant le théoréme précédent :
Comme 2 est une racine de P, il existe un unique polynome Q0 de degré 2

tel que: P(x)=(x-2)xQ(x)

Si Q est de degré 2 il est de la forme Q(x)=ax’+bx+c aveca # 0.
donc P(x)=(x—2)(ax’+bx+c) et il reste & identifier a, b et c.

P(x)=ax’+bx*+cx—2ax’ = 2bx—2c=ax"+(b-2a) x’+(c=2b) x—2¢

Par identification avec P(x)=x"-3x’+4x—4, on trouve :

a=1 1=1
b=2a==3 _ 1_ 1 donc P(x)=(x_1)(x"—x+2)
c-2b=4
c=2
—2c=-4

Pour trouver les racines de P il suffit de trouver les racines du polynéme du
second degré Q(x)=x"—x+2 et de ne pas oublier le 2.

Racine du polynéme Q :
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A=b"—4ac=(-1)"-4x1x2=1-8=-7

donc A<0 et Q n'admet aucune racine réelle.

Conclusion : P admet une seule racine réelle : 2
d. Les fonctions polynémes du second degré

Variations de la fonction f: x> ax’+bx+c

Pour faire cette étude on utilise la forme canonique numéro 2.
2

2
—A avec Azb —4ac

44

f(x)=a

X+—
2a

b , . .
gix x+ﬂ est une fonction affine croissante sur [,= —5 = et
a

I [ b + o0
sur [,=|——;
2a

h:x +—> x* est décroissante sur f (I,)=]-;0] et croissante sur

f(1,)=[0;+00]

b 2

x+2— est donc décroissante sur [, et
a

donc l:x > (goh)(x)=

croissante sur 1, .
Onaen fait f:x F— aX/(x)-A
D'apres les théoremes du cours sur les fonctions, on peut en déduire que :

[0 Sia>0 alors le tableau de variation de f est :

b
2a

AR A

+ oo

f) T = .

- b
La fonction f:x > ax’+bx+¢ admet un extremum en x=—2—
a
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Courbe représentative de la fonction [ : x — ‘ ax’+bx+c

1
On note g la fonction Zf (onpeutcara#0)

2

b
X+—
2a

VP —4ac
44°

Alorsona g(x)=

d'apres le cours sur les fonctions, C, est I'image de la parabole d'équation

. ) 172 — 4 ac -
—=x? par la translation de vecteur : ——1— )
y p 2
2a 4a

Donc la courbe d'équation y=ax’+bx+c est une parabole tournée vers le
haut si a>0 et vers le bas sir a<0.

Conclusion :

La représentation graphique de la fonction f:x — ax’+bx+c est une

parabole de sommet S (—%; f(—zb—a)) tournée vers le haut sia>0 et

tournée vers le bas si a<(. Cette parabole admet pour axe de symétrie la

b

droite verticale d'équation x=——
9 2

a

Exemples
« Etudier les variations et la courbe représentative de f:x > 2x’+6x+5

Recherche de la forme canonique :

5
2x"+6x+5=2 x2+8x+§) or x*+3x estle début d'une identité
2 3 ? 9
remarquable car x“+3x= x+§ -7
2 2 2
donc 2x°+6x+5=2 x+§ _2+§ =2 x+§ +l =9 x+§ 4+
21 4 2 2] 4 2
2 3\ 1
donc 2x"+6x+5=2 x+5 +5

Variations de la fonction f :
La fonction f a les mémes variations que la fonction carrée et on est dans le
cas ot a > (0 donc son tableau de variation est :

18



Courbe représentative de la fonction
La courbe représentative de la fonction f est une parabole de sommet

31
S|—=;=| tournée vers le haut.

2°2
« Etudier les variations et la courbe représentative de f:x > —x’+7x—10

Recherche de la forme canonique :
—x*+7x—10=—(x"=7x+10) or x’—7x est le début d'une identité

2
remarquable car x’—7x= X_Z _»
2 4
2 2 2
donc —x*+7x+10— x—Z —2+10 =— x—Z - x—Z +2
2] 73 2] 3 2] 73
2
donc —x*+7a+10=— x—z -|-2
2 4

Variations de la fonction f :
La fonction f a les mémes variations que la fonction carrée et on est dans le
cas ot a < 0 donc son tableau de variation est :

7

+ oo

f) | T E T,

Courbe représentative de la fonction £
La courbe représentative de la fonction f est une parabole de sommet

2
9
4

7 9
S|=:= 2
(2 ; 4) tournée vers le haut.

4. Exercices d'application
AN201 Savoir trouver la forme canonique d'un trinéme du second degré.

1. Trouver une forme canonique du trinéme : x’+3x-5
On commence par utiliser cette formule :
2 2
b b
2

X+ bx=

X+—
2
x*+3x est le début d'une identité remarquable :
2 3\ (3) 3\ 9
x+3x=|x+=| -|=| =|lx+=| ——
2 2 2] 4
3\ 9 3\ 29
donc x’+3x-5=|x+=| ->-5=|x+=| - —
2] 4 2 4
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donc une forme canonique de x°+3x—5 est :
3\ 29
Xx+=| =
2 4

2. Trouver une forme canonique du trinéme : 2x°—3x+5

3 5
Factorisons le trindme par 2 : 2x°~3x +5=2(x2——x+—

2 2

Ensuite on peut utiliser cette formule :

X bx=|x+—

-6)

2

x2—%x est le début d'une identité remarquable :
eS8 B3] 2
27 \7 4] \4) " 4] 16
, 3 5 ( 3\ 9 5 ( 3\ 3
donc x'—=x+—=|x—=| - =4==[x—Z| +=
2 4] 16 2 4] 16
donc 2x*~3x+5=2 x2—§x+é =2 x_é
22 4
donc une forme canonique de 2x°—3x+5 est :
2(96—é
4

? 31
+_
8

3. Trouver une forme canonique du trinéme : —2x*—4x+1

Factorisons le trindme par -2 : —2x°—4x+1=-2

1
X +2x——
2
Ensuite on peut utiliser cette formule :

X+—

[72_£2
2 2

x*+2x est le début d'une identité remarquable : x°+2x=(x+1)—(1F=(x+17 -1
donc x2+2x—%:(x+1)2—1—l:(x+1)2_g

X 4+ bx=

donc —2x*—4x+1=-2

x2+2x—1)=2
2

(x+1)2—§]=—2(x+1)2+8
donc une forme canonique de —2x—4x+1 est:

—2(x+1)°+3
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4. Trouver une forme canonique du trinéme : 3x°—24 x+48

Factorisons le trindme par 3 : 3x°—24 x+48=3(x"~8x+16)

On remarque que x’—8x+16 est directement une identité remarquable, car :
X —8x+16=(x)"=2(4)(x)+(4)’=(x-4)’

donc 3x°-24x+48=3(x"-8x+16)=3(x-4)’

donc une forme canonique de 3x’—24x+48 est :

3(x—4)

AN202 Savoir résoudre une équation du second degré a une inconnue.

1. Résoudre dans R l'équation : 5x’+3=0

On est dans le cas ot b=0 et ¢>0.
l'équation 5x°+3=0 n'a pas de solution dans R donc I'ensemble des solutions

est S=0

2. Résoudre dans R I'équation : 5x°—3=0

On est dans le cas ot b=0 et c<0.
5x°—3=(V5x) =(v3) =(5x+3) (5 x=+3)
donc
5x°-3=0
o (V5x+V3)(V5x-3)=0
o V5x+13=0 ou V5x-3=0
RE 3
= X———S ou X_ﬁ
_ 15 V15

S X=——— ou X=——

) 5

&)

"5

15 i
5

donc l'ensemble des solutions est S 2[—

3. Résoudre dans R l'équation : 6x°—8x=0

On est dans le cas ot ¢=0.
I faut donc factoriser a 'aide d'un facteur commun.

6x2—8x=0 o 2x(3x-4)=0 o 2x=0 ou 3x—4=0
donc

6x°-8x=0 < x=0 ou x=§

donc ['ensemble des solutions est 52{ O;g'
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4. Résoudre dans R I'équation : x°+x—6=0

Onestdanslecasota#0,b#0etc#0

Comme x°+x—6 n'est pas une identité remarquable, on utilise le discriminant :
A=b"—4ac=(17-4(1)(-6)=1+24=25=5

A>0 donc ['équation admet deux solutions réelles distinctes :

oA 145 —b-NA_-1-5_ 4
! 2a 2 2 2a 2

donc 'ensemble des solutions est SZ{—B; 2}

5. Résoudre dans R l'équation : 4x’—24x+36=0

Onestdanslecasota#0,b#0etc#0

de plus 4x"—24x+36=4(x"~6x+9) et x’*+6x+9 est une identité remarquable
car: x’+6x+9=(x\+2(x)(3)+(3)°=(x+3)’

donc

45"-24x+36=0 o 4(x+37=0 & x=-3

|

donc I'ensemble des solutions est 5={—8J-
6. Résoudre dans R I'équation : x°+2x+4=0

Onestdanslecasota#0,b#0etc#0
Comme x°+2x+4 n'est pas une identité remarquable, on utilise le discriminant :

A=b*—4ac=(2)-4(1)(4)=4-16=12

A<0 donc ['équation n'admet aucune solution dans IR, donc 'ensemble des
solutions est S=4

7. Résoudre dans R I'équation : 4x°+8x+3=0

Onestdanslecasouta#0,b#0etc#0
Comme 4 x*+8x+3 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :

A=b"—4ac=(8)-4(4)(3)=64-48=16=4"
A>0 donc l'équation admet deux solutions réelles distinctes :

_—b+JA_8+4_-1 _—b-A_-8-4_ 3

t — =

Y g 2 T 24 8 2
) -3 1

donc l'ensemble des solutions est S=[7 ;—5}

8. Résoudre dans R l'équation : x°+9x+7=0
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Onestdanslecasota#0,b#0etc#0
Comme x°+9x+7 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :

A=b"—4ac=(9)*-4(1)(7)=81-28=53=(1/53)
A>0 donc l'équation admet deux solutions réelles distinctes :

~b+JA_-9+V53 _—b-A_-9-V58

2

= t —
donc I'ensemble des solutions est S :[ _9_2\/%; — 9';\/%

AN203 Savoir résoudre une équation se ramenant au second degré.

1. Résoudre dans R I'équation : (x+3)(x—5)=(2x—5)(x+2)

Clest une équation du second degré.
Il n'y a pas de facteur commun pour factoriser donc on développe les deux
membres et on fait apparaitre les x dans le méme membre.

(x+3)(x=5)=(2x-5)(x+2)

& x'-2x-15=2x"+4x-5x-10

& ¥’ -2x-15=2x"-x-10

o X’ +x+5=0

On obtient une équation du second degré équivalente aveca # 0, b # O et c # 0.
Comme x°+x+5 n'est pas une identité remarquable, on utilise le discriminant :
A=b"—4ac=(1)-4(1)(5)=1-20=-19

A<0 donc cette équation n'admet pas de solution dans IR donc I'ensemble des
solutions est S=M0 .

2. Résoudre dans R I'équation : x5 —4\/§x+6 =0
On a une équation du second degré aveca # 0, b # Oetc # 0

Comme x?—4+/2x+6 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :

A=b"~4ac=(—42) —4(6)(1)=32-24=8=(2:2
A>0 donc l'équation admet deux solutions réelles distinctes :

combNA_4r2z_ s —bVA_4V2-22_ 5
! 2a 2 2 2a 2

donc 'ensemble des solutions est S:[\/E;B\/EJ
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8X_11=x—8
x—3

Tout d'abord, il y a une valeur interdite car I'équation existe si et seulement si
x—3#0 donc si et seulement si x # 3.
L'ensemble d'étude est donc E=R \ {3}

Transformons cette équation en équations équivalentes plus simples :

8x—11 8x—11 (x-3)
=x-3 o =
x—3 x—3 x—3

o x*—14x+20=0

3. Résoudre dans R I'équation :

e 8x-11=(x-3) & 8x-11=x"-6x+9

Ensuite, on obtient une équation du second degré équivalente aveca # 0, b # 0 et
c#0

Comme x°—14x+20 n'est pas une identité remarquable, on utilise le discriminant
A= —4ac=(14)" - 4(1)(20)=116=(2+29)"
A>0 donc 'équation admet deux solutions réelles distinctes :

. __b+ﬁ_14+2@_7+@ v _-h-@_14—2@_7_@
Y24 20 > 24 2

donc 'ensemble des solutions est 52{7—\/2_9; 7—@}

4. Résoudre dans R l'équation : x°+5.10"x—5.10”=0

Onestdanslecasouta#0,b#0etc#0
Comme x°+5.10"x—5.10" n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :

A=b0*—4ac=(5.10")"-4(1)(=5.10")=25.10"+20.10"=25.10"+200.10*°
donc A=225.10"=225.10"=(1,5.10") =(15.10")*
A>0 donc l'équation admet deux solutions réelles distinctes :

_ —b+JA _ ~5.10"+15.10" _ 10.1014: 10"
! 2a 2 2 2
et

_ 14 4 _ 14
oombVA _=510%-15.10" 2000 _ oo s

2 2a 2 2
1015}

donc I'ensemble des solutions est Sz[—lO T

2x—=1_ 4x-95
x+3 x—1

5. Résoudre dans IR I'équation :

Tout d'abord, il y a une valeur interdite car ['équation existe si et seulement si
x+3#0 et x—1#0 donc si et seulement si x # -3 et x # 1.
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L'ensemble d'étude est donc E=IR\ {3; 1}

Transformons cette équation en équations équivalentes plus simples :

2x—1 4x-5

x+3  x—1

o 2x-1)(x=1)=(4x-5)(x+3) & 25’ 2x—x+1=4x*+12x-5x-15

o 2x°-8x+1=4x"+7x-15 & 2x*+10x-16=0 < 2(x*+5x-8)=0
2

o x'+5x-8=0

On obtient une équation du second degré équivalente aveca # 0, b # O et c # 0.
Comme x°+5x—8 n'est pas une identité remarquable, on utilise le discriminant :

A=b"—4ac=(50-4(1)(-8)=25+32=32

A>0 donc l'équation admet deux solutions réelles distinctes :

_—b+VA_—5+V57 v _—b-—VA_—5+\57
1 2a 2 2 2a 2
donc l'ensemble des solutions est SZl _5_2\/5_7; _5—;\/5_7

AN204 Savoir résoudre une équation bicarrée par changement de variable.
1. Résoudre dans R l'équation : x*—9x°+20=0

On pose X=yx" et on obtient I'équation X*~9 X +20=0 qui est une équation du
second degré.

Onestdanslecasota#0,b#0etc#0

Comme X’—9X+20 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :

A=b"—4ac=(-9)-4(1)(20)=81-80=1=1"
A>0 donc l'équation admet deux solutions réelles distinctes :

:—17+JZ:9+1: bNA_9-1_

X 2a 2 2a 2

4

Set X, =

Oronaposé X=yx" doncil faut trouver x, et X, tels que X,=x] et X,=x.

Il faut donc résoudre les équations :

{Xf:5 [x1—\/5 [x1—\/6
A4 ou
¥

x2:4 :2 x2=—2

2

donc 'ensemble des solutions est S:[—\/g; —-2;2; \/gl

2. Résoudre dans R I'équation : x'—1=0

On pose X=yx" et on obtient I'équation X’—1=0 qui est une équation du second
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degré.

Onestdanslecasotua#0,b# 0etc #0.

Or X*—1 est une identité remarquable et on a
X’-1=0 o (X+1)(X-1)=0 & X,=-1 ou X,=1

2 : 2
Oronaposé X=x? doncil faut trouver X, et X, tels que X,=x] et X,=x, .

Il faut donc résoudre les équations :

La premiere équation n'a pas de solution car dans R un carré n'est jamais négatif.
2__ — —
x2—1 = x2—1 ou XZ——l

donc I'ensemble des solutions est S={—1 ;1 1‘

3. Résoudre dans R I'équation : x'+3x°—4=0

On pose X=x" 2 et on obtient l'équation X~ 2+3X-4=0 qui est une équation du
second degré.

Onestdanslecasotua#0,b# 0etc #0.

Comme X’+3X—4 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :

A=b"—4ac=(3)-4(1)(—4)=9+16=25=5"
A>0 donc l'équation admet deux solutions réelles distinctes :

—b+VA _ =345 _ —b-VNA_-3-5_

X.=
2a 2 2a 2

—4

et X,=

2 . 2 2
Oron aposé X=yx" donc il faut trouver ¥, et X, telsque X,=x] et X,=x,.
Il faut donc résoudre les équations : | ,

La deuxieme équation n'a pas de solution car dans IR un carré n'est jamais négatif.
x?=1 1= xlzl ou x1=—1

donc l'ensemble des solutions est S=|—11 }
4. Résoudre dans R I'équation : 16x"'—24x’+5=0

On pose X=yx" et on obtient l'équation 16X°—24X+5=0 qui est une équation
du second degré.

Onestdanslecasota#0,b#0etc#0

Comme 16X*—24X+5 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :

A=b"—4ac=(-24)"-4(16)(5)=576 —320=256=16"

A>0 donc l'équation admet deux solutions réelles distinctes :
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yoo—bVA_24+16_40_5 . _-b-VA_24-16_8 _1
" 2a 32 32 4 "7 2a 32 32 4

Oronaposé X=yx" donc il faut trouver ¥, et X, tels que X,=x] et X,=x.

Il faut donc résoudre les équations :

R ]

_9 _
xl_Z _ x1—2 N X, 5
, 1 1 1
XZ—Z XZ—E .X'Z——2—
donc I'ensemble des solutions est 5=[—§/ —%; %”%}

5. Résoudre dans R I'équation : x*—2,26x’+0,0225=0

On pose X=yx" et on obtient I'équation X*—2,26 X +0,0225=0 qui est une
équation du second degré.

Onestdanslecasota#0,b#0etc#0

Comme X*—2,26 X+0,0225 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :

A=b"—4ac=(-2,26)-4(1)(0,0225)=5,1076—0,09=5,0176=2,24
A>0 donc l'équation admet deux solutions réelles distinctes :

~b+VA _2,26+2,24_224 ~b-VA_2,26-224_0,02_
2a 2 2 2a 2 2

X,= =225 et X,=

2 : 2
Orona posé X=yx donc il faut trouver ¥, et x, telsque X,=x; et X,=x.
Il faut donc résoudre les équations :

|x§:2,25 [x1=1,5 [x1=—1,5

¥=001 © |%=01 " |x,=-01

donc I'ensemble des solutions est S=[—1,5; -0,1,0,1; 1,5]
6. Résoudre dans R l'équation : x'+3x’+2=0

On pose X=yx" et on obtient I'équation X*+3X’+2=0 qui est une équation du
second degré.

Onestdanslecasouta#0,b#0etc#0

Comme X*+3X°+2 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :

A=b"—4ac=(3)-4(1)(2)=9-8=1=1>

A>0 donc l'équation admet deux solutions réelles distinctes :
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wobtVA_—8+1 o —b-VA_-3-1_
! 2a 2 2 2a 2

Oronaposé X=yx" donc il faut trouver ¥, et X, tels que X,=x] et X,=x.

2—_
xl_

Il faut donc résoudre les équations : | )
Ny=—

Les deux équations n'ont pas de solution dans IR car un carré dans IR n'est jamais
négatif

donc l'ensemble des solutions est S=0

7. Résoudre dans R l'équation : x'—14x*+49=0

On pose X=x" et on obtient 'équation X°—14 X +49=0 qui est une équation du
second degré.

Onestdanslecasotua#0,b# 0etc #0.

Comme X°—14 X +49 est une identité remarquable, on factorise I'expression :

X—14X+49=0 o (X)-2(X)(7)+(7)=0 & (X-7)=0 & X=7

Oron a posé X=yx" donc il faut trouver x tel que X=y"
II faut donc résoudre I'équation x’=7 x=\7 ou x=—v7

donc 'ensemble des solutions est S={—x/7,-x/ﬂ

AN205 Savoir résoudre une équation par changement de variable .

1. Résoudre dans R" I'équation : ?*-; -5=0

1
On pose X=— et on obtient I'équation X*+4X—5=0 qui est une équation du
X

second degré.

Onestdanslecasota#0,b#0etc#0

Comme X’+4X—5 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :

A=b"—4ac=(4)-4(1)(=5)=16+20=36=6"

A>0 donc l'équation admet deux solutions réelles distinctes :

X = VA _ 446, X2:—b—\/A:—4—6:_5
2a 2 2a 2
1 _ 1 1
Or on a posé X=— donc il faut trouver x; et x, tels que X1:x_ et XZ:x_'
x 1 1

Il faut donc résoudre les équations :
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donc 'ensemble des solutions est S :[_é ; 1]

2. Résoudre dans R* 1'équation : —=9

1 . ) : : . :
On pose X== et on obtient I'équation X*—9=0 qui est une équation du second
X

degré.
Onestdanslecasota#0,b=0etc#0

X*-9 est une identité remarquable, et on obtient en factorisant :
X*-9=0 & (X-3)(X+3)=0 & X=3 ou X=-3
On trouve donc deux solutions X;=3 et X,=-3

, 1 , 1 1
Oron a posé X=— donc il faut trouver x; et X, tels que Xl:x_ et XZ:x_'
X 1 1

Il faut donc résoudre les équations :

donc I'ensemble des solutions est 5=[—%; %}

1

=0
4

1
X

><N| —_

3. Résoudre dans R’ I'équation :

1
On pose XZ% et on obtient I'équation XZ—X—ZZO qui est une équation du

second degré.
Onestdanslecasota#0,b#0etc#0

2 1 , " : :
X —X—— est une identité remarquable, et on obtient en factorisant :

4
SV SV A P R I
¥x-tex) 2(2)<x>+(2)_(x 2)
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donc

1 1Y 1
X —X--=0 ——| = X==
y = (X 2) 0 e 7

1

1
Or on a posé X=— donc il faut trouver x tel que X=— .
X X

1 1

Il faut donc résoudre les équations : 7 x=2
X

donc I'ensemble des solutions est 52{2}

4. Résoudre dans R I'équation : 2cos’0—cos0—1=0

On utilise pour cette partie, un résultat du cours sur les angles orientés :

x=a+2km
COSX=cCosd < avec k €Z
x=—a+2km

On pose X=cos6 et on obtient 'équation 2X*—~X —1=0 qui est une équation du
second degré.

Onestdanslecasota#0,b#0etc#0

Comme 2X’—X—1 n'est pas une identité remarquable, on utilise le

discriminant :

A=b"—4ac=(-1"-4(2)(-1)=1+8=9=7’
A>0 donc l'équation admet deux solutions réelles distinctes :

—b+JA 143 —b-JA 1-3 1
= =let X,= = =——=
2a 4

2a 4 2
Or on a posé X=cos0 donc il faut trouver 0, et 0, tels que X,=cos0, et
X,=cos0, .

X=

Il faut donc résoudre les équations :

0 cosf,=1 < cosf =cos0 o 0,=0+2km  leZ

1 2 0222?”+2krr
0 cosf,=—— < cos0,=cos—— < , keZ
2 3 ezz—%"wien

donc I'ensemble des solutions est

S:{—%T-i—an;an; 2?”+21<Tr] avec keZ

5. Résoudre dans R I'équation : 4cod 0 —2(1++/3)cos@+/3=0
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On pose X=cosé et on obtient I'équation 4X’—2(1++y3) X +/3=0 qui est une
équation du second degré.

Onestdanslecasota#0,b#0etc#0
Comme 4X”—2(1+/3) X ++/3 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :

A=~ 4ac=[2(1+3)] - 4(4)(V3)=4(1+/3) ~ 1613

donc A=4+8+3+12+163=4-8v3+12

or 4-8v3+12 est une identité remarquable car
4-8V3+12=(2)'-2(243)(2)+(2V8)'=(2-2V3)

donc A:(2_2\/§)2

A>0 donc l'équation admet deux solutions réelles distinctes :

_—b+VA_2(1+V8)+2(1-V3) _4_1

X = =J=
2a 8 8 2
et
v o—brVA_2(1443)-2(1+3)_4V3_13
2" 24 8 g8 2

Or on a posé X=cos0 donc il faut trouver 0, et 0, tels que X,=cos0, et
X,=cos#b, .

Il faut donc résoudre les équations :

' i Glzg—+2k1r
O C0391:§ = c03012c05§ = - , keZ
0,=——+2km
3
3 92:g—+2krr
s
0 cosf,=— < cosf,=cos— < keZ
2 6 T ’
92:—6—+2k7T

donc I'ensemble des solutions est

S= —%+21<1T;—%+21<7T;%+21(7T;%+21<T(’ avec keZ

. 1
6. Résoudre dans R I'équation : 31n29—Z= 0
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On utilise pour cette partie, un résultat du cours sur les angles orientés :

. : x=a+2km
sinxy =sina < avec k €Z
X=m—a+2km

. , : 1 . ,
On pose X=sin@ et on obtient I'équation XZ—ZZO qui est une équation du

second degré.
Onestdanslecasota#0,b=0etc#0
Comme 2X’—X—1 est une identité remarquable, peut factoriser :

1 1 1
X == X+=||X-=
2 > 2) donc
1 1 1
Xog e Ximyou Xo=g

Oron a posé X=sin0 donc il faut trouver 0, et 0, tels que X,=sin0, et
X,=sinéb, .

Il faut donc résoudre les équations :

T T

0,=—+2km 0,=—42km
0 siné)1=l o cosQl:sinE o 6 o 0 keZ
2 us o1 ’
91:1T—g+2/€7T 01:—6 +2kT

T TT
) . 92:—g+2kﬂ' 92:—g+2kﬂ'

O sin® L sin@ sin( T keZ

2:—— = 2: R

4 7

2 6 92=7T+£+2k7T 92=—Tr+2/e1T

6 6

donc l'ensemble des solutions est
5 7
S= —%+21<1T;%+21<1T;?1T+21<Tr;?TTJern avec keZ

7. Résoudre dans R I'équation : 2sin’0+(2—+/3)sin0—/3=0

On pose X =sin 6 et on obtient I'équation 2X*+(2—+/3) X —/3=0 qui est une
équation du second degré.

Onestdanslecasouta#0,b#0etc#0

Comme 2X?+(2—y3) X —/3 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :

A=b—4ac=(2-/3) —4(2)(~3)=4-43+3+81/3
donc A=4+43+3=(2)"+2(2)(V3)+(v3) =(2+3)
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A>0 donc 'équation admet deux solutions réelles distinctes :

—b+VA_-2(2-V8)+(2+V3)_2V3_+3

X,=
24 4 4 2
et
VA —202-43)-(2+V3) 4
X,= = -2

2a 4 4

Oron a posé X=sin0 donc il faut trouver 0, et 0, tels que X,=sin0, et
X,=sinb,

Il faut donc résoudre les équations :

— 91:£+2kn 91=E+2k7'r
. 3 U 3 3
[ 311’191:7 o C0591=cos§ = - = I , keZ
91:7T—§+2k7T 91:?4‘2:%”

2 2

92=—£+2/en 92=—£+2krr
) = keZ

TT
0 cosf,=—1 < cosé)zzcos(—5 ) 377

T
92:Tr+5+2k1T 92:7+2kﬂ

donc I'ensemble des solutions est

2 3
S= —g+2kn;—%+2kn;?Tr+2k1r;7n+2kn
avec keZ

8. Résoudre dans R I'équation : sin’0—sin0=0

On pose X=sin 0 et on obtient I'équation X*—X=0 qui est une équation du
second degré.
Onestdanslecasota#0,b#0etc=0

On peut factoriser par X : X~ X=0 & X(X-1)=0 & X=0 ou X=1
On obtient donc deux solutions réelles X,=0 et X,=1

Oron a posé X=sin0 donc il faut trouver 0, et 0, tels que X,=sin0, et
X,=sinb,

Il faut donc résoudre les équations :

0,=0+2km [91:2krr

0,=m—0+2km _ |0,=m+2km’ ez

0 sinf,=0 o cosf,=cos0 {
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92=%+2kn
T ™
0 cosf,=1 < cosf,=cos— o © 0,=—+2km, keZ

0,=m— T okm
2
donc l'ensemble des solutions est

S= 21<7T;%+21<7T;7T+21<T( avec keZ

9. Résoudre dans R I'équation : — Vi—12=0

On pose X=4t avec t>0 et on obtient I'équation X’+X —12=0 qui est une
équation du second degré.

Onestdanslecasota#0,b#0etc#0

Comme X°+X —12 n'est pas une identité remarquable, on utilise le discriminant :
A=b"—4ac=(1Y-4(1)(-12)=1+48=49=7>

A>0 donc l'équation admet deux solutions réelles distinctes :

_3+M:—1+7:g:3 " X2:—b—\/A:—1—7:_§:_4
2a 2 2 24 2 2

Oron aposé X=1/t doncil faut trouver t, et 1, tels que X1=\/?1 et X2=\/?2

X,=

et il faut donc résoudre :

— 2
0 V=8 o (Ji,)'=9 & 1,=9
O t,=—4 or dans IR une racine carrée n'est jamais négative, donc cette équation

n'a pas de solution.
donc l'ensemble des solutions est S =[9}

10. Résoudre dans R I'équation : 1+10 Vi+25=0

On pose X=4t avec t>0 et on obtient I'équation X*>+10X+25=0 qui est une
équation du second degré.

Onestdanslecasota#0,b#0etc#0

Comme X°+10X+25 est une identité remarquable, on peut factoriser
facilement :

X +10X+25=(X)+2(5)(X)+(5)*=(X+5)

donc X°+10X+25=0 & (X+5/ =0 & X=-5

On trouve donc une seule solution X;=-5 or on a posé X, =11, , il faut donc
résoudre maintenant I'équation : V t,=-5 . Dans R une racine carrée n'est jamais

négative, donc cette équation n'a pas de solution.
L'ensemble des solutions est donc S=4 .

11. Résoudre dans R I'équation : 1+2 Vi+7=0
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On pose X=4t avec t>0 et on obtient I'équation X?+2X+7=0 qui est une
équation du second degré.

Onestdanslecasota#0,b#0etc#0

Comme X’+2X+7 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :

A=b"—4ac=(2)-4(1)(7)=4-28=-24

donc A<0 etI'équation n'admet pas de solution dans r

donc l'ensemble des solution est S=M0 .

AN206 Savoir résoudre un systeme se ramenant au second degré.

1. Résoudre dans RXR le systéme : x+y=2
xy=-39
XTy=2 o Eioy o x=iny o =2y =2y

11 faut donc résoudre I'équation du second degré y*—2y—35=0 pour trouver les
valeurs possibles de y.

Onestdanslecasota#0,b#0etc#0

Comme y’—2y—35 n'est pas une identité remarquable, on utilise le discriminant :
A=b"—4ac=(-2)-4(1)(-35)=4+140=144=12"

A>0 donc l'équation admet deux solutions réelles distinctes :

“b+VA _2+12 —b-A_2-12
= :7 et X2: = =
2a 2 2a 2
or on a posé X;=2-y, et x,=2—y, et on trouve donc :
Si y,=7 alors x,=2-7=-5 etsi y,=—9 alors ¥,=2—(-9)=7
et inversement puisqu'on peut permuter x et y sans changer le systeme donc
'ensemble des couples solutions est :

5=((=5,7);(7,-5)]

Xlz _5

x+y:—g
2. Résoudre dans RXIR le systéme : 3
XV:—2—
Xxty=—— xZ—Q— X——5——V XZ—Q—
e e ST PR IV 1
=73 y 7V 7 VTV T3
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x+ =2 x=—§— S
7 2’ X==5=y
donc = o 2
— 42, g 2y*+5y-3=0
y=-5 Vo5 T y roy-o=

II faut donc résoudre I'équation du second degré 2y’+5y—3=0 pour trouver les
valeurs possibles de y.

Onestdanslecasota#0,b#0etc#0

Comme 2y’+5y—3 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :

A=b*—4ac=(5)-4(2)(—3)=25+24=49=7"

A>0 donc l'équation admet deux solutions réelles distinctes :

_—bA_—5+7_2 _1 _b-NA_-5-7_ 12

X,= L2 et X,= o3
Y 4 4 2% o 4 4
Oronaposé x; == —y; et x;=—— —y, eton trouve donc :
1 5 1 6 ) 1
Si n=s alors x1:—§—§=—§=—8 etsi y,=—3 alors x2=—§+8:§

et inversement puisqu'on peut permuter x et y sans changer le systéme donc
l'ensemble des couples solutions est :

1

~.-3

2

o)

x+y=1
3. Résoudre dans RXR le systeme : | _1
a
x+y=1 x=1-y x=1-y x=1-y x=1-y
1l o 1l o 1l o » 1 o 9 1
e — = — 17 = — — —_ — +_:O
Xy W=7 (1-yly=, y-y'=y yoytyg
; x+y1=1 v=1—y
onc =
W= 4y’ —4y+1=0

11 faut donc résoudre I'équation du second degré 4y*~4y+1=0 pour trouver les
valeurs possibles de y. On est dans le casoua # 0, b # 0 et ¢ # 0.

Comme 4y°—4y+1 est une identité remarquable, on peut factoriser facilement :
4y’ —4y+1=(2y)-2(2y)(1)+(1/=(2y-1)
donc

1
4y’ 4y+1=0 & (2y-1)=0 = y=3

Il y a donc une seule solution y, =5 orona posé x,=1-y, donc on obtient
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et inversement, puisqu'on peut permuter X et y sans changer le systeme.

L'ensemble des couples solutions est donc S :[(%; %)]

V3-1

cos 91+cos 92:—

4. Résoudre dans RXR e systeme : 2
V3
cos 0, Xcosf,=——
4
x+y:\/§T_
On pose x¥=c0s0, et y=cost, et on obtient le systéme : 3
Xy =——
4
PRCES S RS V81
T 2 R
T S N R -
! ! 2 )T
donc on a
_3-1 _3-1 =
x= 5 —y _ x= 5 —y_@ x:\/SZ—l_V
3-1 3 3-1 3 -
(Ty—ﬁ:—g VZ—%V—\/T 4y’ -2(\3-1)y-8=0

11 faut donc résoudre I'équation du second degré 4y°—2(y/3-1)y—y/3=0

pour trouver les valeurs possibles de y.
Onestdanslecasota#0,b#0etc#0

Comme 4y°-2(y3-1)y—+/3 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :

A= —4ac=[-2(3-1)P-4(4)(-V3)=4(V3-1) +16+/3 donc A=(2/3+2)’
A>0 donc I'équation admet deux solutions réelles distinctes :

_—b+VA _2(3-1)+(2V3+2) 43

T, 8 2
et

_b-VA_2(V3-1)-(2V3+2) _ 1
CETY 8 2

) V3-1 J3-1

oron a posé x=———-y; et = ———-, donc
: 3 1 . 1
si )/1:7 alors xlz—g et si yz:_E alors x2:7

Il faut maintenant trouver 0,1 et 0, :
On a posé x,=cos0, et y,=cos6, donc il faut résoudre :

37



0. =" +2km
3 T 6
[0 cosf,=—— & cosf; =cos— < , keZ
2 6 0,= —+2km
b6
1 o 9222?”+2krr
0 C0892=—§ = cos@zzcos? = . . keZ
92:—?+2kﬂ

et inversement, puisqu'on peut permuter 0, et 0, sans changer le systeme.

Si keZ alors l'ensemble des solutions est

5= %+2kn;2?n+2kn . %+21<n;—2?"+21<n }

U —E+2kn-2—"+2kn : —E+21<n-—2—"+21<n
6 "3 16 "3

U 2—Tr+21<1'r —+ 2k ; 2—7T+21<Tr-—E+21<rr
3 6 '3 "6

U —2—1T+2I(7T —+2k|; —2—1T+21<7T'—£+21<T(
3 6 ’ 3 "6

AB’+BC?=50

ABXBC=14

On pose x=AB et y=BC avec x=0 et y=0 puisque AB et BC sont des
2 2

x“+y“=30

xy=14

5.Résoudre dans RXR le systeme :

distances. Le systeme est donc équivalent a

x*+y°=50 o x*=50-y° o x*=50-y’
xy=14 x’y’=196 50—y%)y*=196

x*=50- y x*=50-y"

50y2—p*=196 ~ |y*=504>+196=0
11 faut donc résoudre I'équation bicarrée y*—50y°+196=0 pour trouver les valeurs
possibles de y.
On pose Y=y’ et on obtient I'équation Y>~50Y +196=0 qui est une équation du
second degré.
Onest danslecasota#0,b# 0etc # 0.
Comme Y*-50Y +196 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :
A= —4ac=(-50)" = 4(1)(196)=1716 =(2 V429’

A>0 donc 'équation admet deux solutlons réelles distinctes :
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~b+VA_50+2429 o 25

Y,=
2a 2

et

Yzz—b—JZ:50—2\/429:25_JE9

2a 2

2 2 2 . 2 . . .
oronaposé Y,=y; et Y,=y, donc il faut résoudre maintenant les équations
suivantes :

Calcul des y, et v, :

0 y'=25+V429 & y,=y25+V429 ou y,=—\25+V429

or ¥,>0 donc on a seulement y,=425+1429

O y,=25-V429 o y,=\25-429 ou y,=—\25-429
or ¥,20 donc on a seulement y,=125-+429

Calcul des x, et x, :
Onaposé x™2 1=50-y"™2 letx"2 2=50-y"™2 2etdoncona:

0 Si y,=V25+V429 alors x’=50—(25+1429)=25-1429
donc x,= 25429 car x,=0

0 Si y,=v25-V429 alors x2=50—(25-1429)=25+429
donc x,=v25+429 car x,>0

et inversement puisqu'on peut permuter x et y sans changer le systeme, donc
I'ensemble des couples solutions est :

s=|(\25 V429 ;|25 + 429 ; ({25 + V429 ;|25 — 429 )

AN207 Savoir factoriser un trindme du second degré.
1. Factoriser A=—3x"-6x+24

—3x’—6x+24 est un trindme du second degré avec a#0, b#0 et ¢#0.

Comme —3x”—6x+24 n'est pas une identité remarquable, on utilise le

discriminant :

A=b"—4ac=(-6)-4(-3)(24)=36+288=324=18"

A>0 donc le trinbme admet deux racines réelles :

_—b+A 6+18 —b-JA 6-18

X, = = =4 et x,= = =
2a -6 2a -6

on a donc d'apres le cours : A=-3(x-2)(x+4)

2

2. Factoriser B=3x’—4
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3x”—4 est un trindme du second degré aveca # 0, b # O et c # 0

Comme 3x’—4 est une identité remarquable, on peut factoriser facilement :
B=3x"~4=(3x) - (2)’=(3x+2)({Bx-2)

On adonc B=(V3x+2)(V3x-2)

3. Factoriser C=2x’+34x+132

2x°+34x+132 est un trindme du second degré avec a # 0, b # O et c # 0
Comme 2x°+34x+132 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :
A=b"—4ac=(34Y—-4(2)(2)(182)=1156 - 1056 =100=10
A>0 donc le trinbme admet deux racines réelles distinctes :

~b+VA _-34+10 — VA —34-10
x,= = =-06 et x,= = =-11

2a 4 2a 4

Onadonc C=2(x+6)(x+11)

4. Factoriser D=—x’+/3x+18

—x’+/3x+18 est un trindme du second degré avec a # 0, b # O et c # 0
Comme — x*+4/3x+18 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :

A=b*—4ac=(3) = 4(-1)(18)=3+72=(5y3)’

A>0 donc le trindme admet deux racines réelles distinctes :

_b+VA_B345VE_ , = x2:—b2—aﬁz_ﬁ__25£:3@

! 2a -2 B
On a donc D:—(x+2\/3)(x—8J8)

5. Factoriser E=—20x’+10x

—20x’+10x est un trindme du second degré avec a # 0, b # 0 et c=0

On peut donc factoriser ce trindme par x et méme par 10x dans cet exercice :
—20%°+10x=10x(-2x+1)=10x(1-2x%)=10x(1-2x)(1+2x)

On a donc E:10x(1—\/§x)(1+\/§x)

AN208 Savoir résoudre une inéquation du second degré.

1. Résoudre dans R l'inéquation x’—2x-15<0

A(x)=x"-2x-15 est un trinéme du second degré aveca # 0,b # O et c # 0
Comme x°—2x—15 n'est pas une identité remarquable, on utilise le discriminant
A=b"—4ac=(-2)-4(1)(-15)=4+60=64=8"
A>0 donc le trinbme admet deux racines réelles distinctes :

_—b+VA 248 _—b-A 2-8

- 5 — _
YT, Y ;=0
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On peut donc dresser le tableau des signes du trinéme :
X —0o0 -3 5] + 00

A(x) + 0 - 0 +

Donc l'ensemble des solutions est S=[—3;5]
2. Résoudre dans R l'inéquation 4 x"—28x+49>0

B(x)=4x"-28x+49 est un trindme du second degré aveca # 0, b # O et c # 0
comme 4 x’—28x+49 est une identité remarquable, on peut donc factoriser
facilement :

B(x)=4x>-28x+49=(2x)=2(2x)(7)+(7V=(2x-7)

or, dans R, un carré est toujours positif ou nul, donc

7
I'ensemble des solutions est S=IR \ [5

3. Résoudre dans R l'inéquation 3x°+5<0

C(x)=3x>+5 est un trindme du second degré aveca # 0, b # O et c # 0
3x’+5 est toujours strictement positif car x” est est toujours positif dans R,
donc il n'y a aucune valeur de x telle que 3x*+5<0 et

I'ensemble des solutions est S=4 .

4. Résoudre dans R linéquation x°—0,03x—0,034>0

D(x)=x"-0,03x-0,034 est un trinéme du second degré avec a # 0, b # 0
etc#0

comme x’—0,03x—0,034 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :

A=b"—4ac=(-0,037-4(1)(-0,034)=0,0009+1,36

donc A=0,1369=(0,37)*

A>0 donc le trindbme admet deux racines réelles distinctes :

_—b+VA_0,03+0,37 _—b—A_0,03-037 _

=0.2 et =-0,17
Y 2 T, 2 /
On peut donc dresser le tableau des signes, suivants :
X —o0 -0,17 0,2 + o0
D(x) + 0 -0 +

Donc I'ensemble des solutions est S=]|-o0;—-0,17[ U]0,2;+o]|

5. Résoudre dans R l'inéquation —x*+2mx+31 >0

2

E(x)=—x"+2mx+37m" est un trindme du second degré aveca # 0, b # 0 et ¢ # 0.
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Comme —x’+2mx+37 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :
A=b"—4ac=2nV-4(1)(3n°)=4m’+12°=16’=(4 1)’
A>0 donc le trindbme admet deux racines réelles :
x:—b+\/Z:2Tr+4rr: —b—\/Z:2Tr—4rr:Tr

! 2a -2 2a -2
On peut donc dresser le tableau des signes, suivants :

-3 et x,=

X —00 -3 T + o0
D(x) + 0 - 0 +
Donc I'ensemble des solutions est S=|-3 ;|

AN209 Savoir résoudre une inéquation plus complexe.

4
(x-2)

>1

1. Résoudre dans R I'inéquation :

L'inéquation existe si et seulement si (x—2)’#0 doncsi x#2 donc I'ensemble
d'étude est E=IR\ {2}
Transformons l'inéquation :

2
4 21 o 4 --120 & 4 2—<x_2)2>0
(x=2) (x=2) (x=2)" (x-2)
2 — J— J—
4—(x—22) 20 o [2+(x 2)][22(x 2)]20 - x(x+42)>o
(x—2) (x—2) (x—=2)
Les valeurs qui annulent le numérateur sont x=0 et x=-4
, x(x+4)
Dressons le tableau des signes de A(x):( 7
x_
X —00 —4 0 2 +
X - | - 0 + | +
(x+4) - 0 |+ |+
(x—2) + | + 0 4+
A(x) + o - 0 + || +

Donc l'ensemble des solutions est S=|-o00;—-4]U[0;2[ U|2;+x|

(x—3)(x*+3x-4)

<0
x’+5

2. Résoudre dans R l'inéquation :

L'inéquation existe si et seulement si x’+5#0 . Or dans R, x°+5 est strictement

positif et jamais nul, donc I'ensemble d'étude est E=IR.
Cherchons les valeurs qui annulent le numérateur :
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e x—3=0 & x=3

et

e ¥°+3x—4=0 est une équation du second degré aveca # 0,b # O et c # 0
Comme x’+3x—4 n'est pas une identité remarquable, on utilise le discriminant :
A=b"—4ac=(3)"-4(1)(-4)=9+16=25=5"

A>0 donc le trindbme admet deux racines réelles distinctes :

x:—b+JZ:—3+5:1etx:_b—%32—3—5:
! 2a 2 2 2a 2

4

2
On peut donc dresser le tableau des signes de B(x):(x_g)(x +3x —4)

x> +5
X —o0 —4 1 3 +
x—3 - | - -0 +
x*+3x—4 + 0 - 0 |+
x*+5 + | o+ |+ ]+
B(x) - o + 0 - 0 +
Donc l'ensemble des solutions est S=|-o0;-4[U]|1;3]|
-2 x+1
3. Résoudre dans R l'inéquation : i

x+3 x+2

Linéquation existe si et seulement si x+3#0 et x+2#0
x+3#0e x#-3 et x+2#0 & x#-2

donc I'ensemble d'étude est E=R \{-2;-2}

Transformons l'inéquation :

x—2 x+1 x—2 x+1 0 (x=2)(x+2)—(x+1)(x+3)

> =4 - >U & >0
x+3 x+2 x+3 x+2 (x+3)(x+2)
=4 —(x"+4x+3) —4x-7
>0 & ————>0
(x+3)(x+2) (x+3)(x+2)
Cherchons les valeur qui annulent le numérateur :
—4x-7=0 & x:—z
4
On peut donc dresser le tableau des signes de C(X)Zi
(x+3)(x+2)
X —00 -3 -2 -7/4 +
—4x-7 + | + ] + 0 +
(x+3)(x+2) + 0 -0+ | +
C(x) + Il -1+ 0 +
Donc l'ensemble des solutions est S=|-o0;—-4[U]1; 3]
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4. Résoudre dans R l'inéquation : V¥’ +21x+100<10

L'équation existe si et seulement si x”+21x+100=0
Il faut donc résoudre une inéquation du second degré pour trouver I'ensemble
d'étude.

D(x)=x*+21x+100 est un trinéme du second degré aveca # 0, b # O et c # 0
Comme x°+21x+100 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :
A=b—4ac=(21V-4(1)(100)=441 - 400=41=(/41)

A>0 donc le trindbme admet deux racines réelles :

2

. _—bVA_-21+V41 o _—bVA_-21+V41
Y 2a 2 Y 24 2
On peut donc dresser le tableau des signes :
X —00 X Xy + oo
D(x) + 0 — 0 +
Donc I'ensemble d'étude est : E=]—00,' _21;mlu _21_2'_m;+oo]

Il reste maintenant a résoudre 'équation de départ :

V2 421x+100=10 & Va’+21x+100°=10> &« +21x+100=100 =
X*+21x=0 o x(x+21)=0

o x=0 ou ¥x=-21

Or -21 € E et 0 € E donc I'ensemble des solutions est S={—21;0}

AN210 Savoir trouver des racines évidentes d'un polynome.

On utilise pour cette partie les regles suivantes qui ne sont pas dans le cours mais
quoi sont tres utiles pour aller plus vite :
Pour P un polynéme de degré n€IN
O Sila somme de ses coefficients est nulle, alors P(1)=0
O Sila somme de ses coefficients des termes d'exposant pair est égale a la
somme de ses coefficients des termes d'exposant impair , alors P(-1)=0
O Siil n'a pas de terme constant, alors P(0)=0

1. Trouver une racine évidente de P(x)=x"+3x"-9x*+6x-1

On remarque que la somme des coefficients du polynome est égale a 0 donc P (1)
dit étre égal 4 0.

Vérification :

P(1)=(1)"+3(1°-9(17+6(1)-1=14+3-94+6 -1=10-10

donc P(1)=0 et 1 est une racine évidente de P .
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2. Trouver une racine évidente de P(x)=x"+x"-3x-3

On remarque que la somme de ses coefficients des termes d'exposants pair est
égale & la somme de ses coefficients des termes d'exposant impair, donc P(-1)
doit étre égal a 0.

Vérification :

P(-1)=(-1+(-1)-3(-1)-3=-1+1+3-3=0

donc P(-1)=0 et -1 est une racine évidente de P .

3. Trouver une racine évidente de P(x)=x"'-8x°+8x"—x

On remarque que la somme des coefficients du polynome est égale a 0, donc P(1)
doit étre égal a 0.

Vérification :

P(1)=(1)"-8(1)’+8(1)*~(1)=1-8+8-1=0 donc P(1)=0 et 1 est une racine
évidente de P .

De plus on remarque qu'il n'a pas de terme constant donc P(0) doit étre égal a 0.
Vérification :

P(0)=0"-8(0)°+8(0)*~0=0

donc P(0)=0 et 0 est une racine évidente de P .
4. Trouver une racine évidente de P (x)=x"-5x"+4x

On remarque que la somme des coefficients du polynome est égale a 0, donc P(1)
doit étre égal a 0.

Vérification :

P(1)=(1-5(1)°+4(1)=1-5+4=0 donc P(1)=0 et 1 est une racine évidente
de P .

De plus on remarque qu'il n'a pas de terme constant, donc P(0) doit étre égal a 0.
Vérification :

P(0)=(0)"-5(0)°+4(0)=0 donc P(0)=0 et 0 est une racine évidente de P .

De plus on remarque que la somme de ses coefficients des termes d'exposant pair
est égale al somme de ses coefficients des termes d'exposant impair, donc P(-1)
doit étre égal a 0.

Vérification :

P(-1)=(-1Y=5(-1+4(-1)=—1+5-4=0 donc P(-1)=0 et -1 est une racine
évidente de P .

On peut aussi par le calcul montrer que 2 et -2 sont des racines du polynémes en
calculant P(2) et P(-2).

AN211 Savoir factoriser un polynéme de degré supérieur a 3.
1. Factoriser le polynéme P (x)=x"—-13x+12

On remarque que la somme des coefficients du polynoéme est égal a 0, donc P (1)
doit étre égal a 0.
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Vérification :

P(1)=(1)"-13(1)+12=1-13+12=0

donc P(1)=0 et 1 est une racine de P.

D'apres le théoréme de factorisation des polyndmes, il existe un polynéme Q de
degré 2 tel que P(x)=(x—-1)XQ(x)

donc il existea € R,b € R, c € R tels que P (x)=(x—1)(ax’+bx+c)
P(x)=(x-1)(ax’+bx+c)=ax’+ bx’+cx —ax’—bx —¢

donc  P(x)=ax’+(b-a)x*+(c—b)x—c

Par identification avec le polynéme P , on obtient :

a=1 =1
b—a=0 B

< 1bh=1
c—b=-13
=12 c=-12

On obtient donc que P(x)=(x—1)(x"+x—-12)

Il reste & factoriser le polyndme x*+ x—12

x’+x—12 est un trindme du second degré aveca # 0, b # O et c # 0

Comme x°+x—12 n'est pas une identité remarquable, on utilise le discriminant :

A=b"—4ac=(17-4(1)(-12)=1+48=49=7"

A>0 donc le trindme admet deux racines réelles distinctes :

C—b+A 147 —bAA —1-7

X,= = =3 et x,= = =—4
2a 2 2a 2

donc x’+x-12=(x-3)(x+4)

Conclusion : P(x)=(x-1)(x—-3)(x+4)

2. Factoriser le polynéme P (x)=x"—(2v5+3)x*+(6y5-15)x+45

On remarque que ni 1, ni -1 et ni 0 ne sont des racines évidentes de P . Apres
quelques essais avec al calculatrice, on observe que 3 est une racine de P .
Vérification :

P(3)=(3)—=(2/5+3)(3F+(6+/5-15)(3)+45

donc P(3)=27-185-27+183-45+45=0

donc P(3)=0 et 3 est une racine de P .

D'apres le théoreme de factorisation des polynémes, il existe un polynome Q de
degré 2 tel que P(x)=(x-3)xQ(x)

donc il existea € R,b € Ret c € R tels que P(x)=(x—3)(ax’+bx+c).
Px)=(x—3)(ax’+bx +c)=ax’+bx’+cx —3ax> -3 bx -3¢
P(x)=ax’+(b-3a)x’+(c-3b)x -3¢

Par identification avec le polyndéme P(x), on obtient :

a=1 B 1=1
b—3a=-(25+3) B
c-8b=6v5-15 f:_‘ff
—3c=45 B

On obtient donc que P (x)=(x—3)(x*~2/5x—-15)
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Il reste & factoriser le polynéme x?—2+/5x—115

x*~24/5-15 est un trindéme du second degré aveca # 0,b # O et c # 0

de plus ce n'est pas une identité remarquable donc on utilise le discriminant.
A= —4ac=(-25) = 4(1)(~15)=20+60=80=(4+/5)’

A>0 donc le trindbme admet deux racines réelles :

x1:—b+ﬁz2ﬁ+4@:3\/5 N xzz—b—ﬁzzﬁ—wéz_@
2a 2 2a 2
donc x*+x-12=(x-3v5)(x+/5)

Conclusion : P(x)=(x—3)(x-3V5)(x+V5)

3. Factoriser le polynéme P(x)=x"+x"-9x"-7x+14

On remarque que la somme des coefficients du polynéme est égale a 0, donc P (1)
doit étre égal a 0.

Vérification :

P(1)=(1)+(1)’-9(1)’-7(1)+14=1+1-9-7+14=0

donc P(1)=0 et 1 est une racine évidente de P .

De plus, a l'aide de la calculatrice, on observe que -2 est aussi une racine de P .
Vérification :

P(-2)=(=2)"+(-2)-9(-2)*~7(-2)+14

donc P(-2)=16-8-36+14+14=0

donc P(-2)=0 et -2 est uneracinede P .

D'apres le théoreme de factorisation des polyndmes, il existe un polynéome Q de
degré 2 tel que P(x)=(x-1)(x+2)xXQ(x)

donc il existea € R, b € Ret c € R tels que P(x)=(x—1)(x+2)(ax*+bx+c)
P(x)=(x—1)(x+2)(ax’ +bx+c)=(x"+x-2)(ax’ +bx +¢)

donc P(x)=ax*+(b+a)x’+(c+b—-2a)x*+(c=2b)x—2¢

Par identification avec le polynéme P(x), on obtient :

a=1

b+a=1 a=1
c+b-2a=-9 o {b=0
c—2b=-7 c=-7
—2c=14

Doncona P(x)=(x—1)(x+2)(x*=7)

Il reste donc & factoriser x”—7, ce qui est simple puisque c'est une identité
remarquable x*—7=(x+\7)(x-7)

donc P(x)=(x—1)(x+2)(x+V7)(x-7)

4. Factoriser le polynéme P (x)=x"+7x*+11x"-7x—12
On remarque que la somme de ses coefficients des termes d'exposant pair est égale
a la somme de ses coefficients des termes d'exposant impair, donc P(-1) doit étre

égal a 0.
Vérification :
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P(-1)=(-1)"+7(-1)+11(-1)-7(-1)-12

donc P(-1)=1-7+11+7-12=0

donc P(-1)=0 et -1 est une racine évidente de P .

On remarque que la somme des coefficients du polynéme est égale 4 0 donc P (1)
doit étre égal a 0.

Vérification : P(1)=(1)"+7(1P-11(1=7(1)-12=14+7+11-7-12=0

donc P(1)=0 et 1 est une racine évidente de P .

D'apres le théoreme de factorisation des polyndmes, il existe un polynome Q de
degré 2 tel que P(x)=(x—1)(x+1)xQ(x)

donc il existea € R,b € Ret c € R tels que P(x)=(x—1)(x+1)(ax’+bx+c)
P(x)=(x=1)(x+1)(ax’+bx+c)=(x"=1)(ax’+bx+¢)

donc P(x)=ax*+bx’+(c—a)x’—bx—c

Par identification avec le polynome P, on obtient :

a=1

b=7 a=1
c(—a=11 o {b=7
—b=-7 c=12
—c=-12

doncona P(x)=(x—1)(x+1)(x’+7x+12)

Il reste a factoriser x°+7 x+12

x*+7 a+12 est un trindme du second degré avec a #0, b # O et ¢ # 0
Comme x°+7 a+12 n'est pas une identité remarquable, on utilise le
discriminant :

A=b"4ac=(7)’-4(1)(12)=49-48=1=1

A>0 donc le trindbme admet deux racines réelles :

—b+VA _ —7+1 —b-NA _-7-1

xlz = :_8 et _X'Z: = =
2 2 2 2

donc x’+x—12=(x+3)(x+4)

donc P(x)=(x—1)(x+2)(x+3)(x+4)

4

5. Factoriser le polynéme P(x)=x"—x'—4x+4

On remarque que la somme des coefficients du polynome est égale a 0, donc P(1)
doit étre égal a 0.

Vérification : P(1)=(1)"=(1)"=4(1)+4=1-1-4+4=0

donc P(1)=0 et 1 est une racine évidente de P .

D'apres le théoreme de factorisation des polynomes, il existe un polynéme Q de
degré 4 tel que : P(x)=(x-1)xXQ(x)

Pour trouver QQ nous allons poser une division Euclidienne de P par x—1 mais
on peut aussi trouver par identification comme dans les exercices précédents :

X —x'—dx+4 ‘ x—1
—(x°=x")+0+0 | x*—4
—4x+4
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On obtient donc que P(x)=(x—1)(x"—4)
or x'~4= <x— ><x+2>=< V2)(x+2) (5 +2)
donc P(x) (x=2)(x+2)(x*+2)

6. Factoriser le polynéome P(x)=x"-10x"+9x

On remarque que la somme des coefficients du polynéme est égale 4 0, donc P(1)
doit étre égal a 0.

Vérification : P(1)=(1)’-10(1)+9(1)=1-10+9=0 donc P(1)=0 et 1 est une
racine «évidente deP .

De plus on remarque qu'il n'a pas de terme constant, donc P(0) doit étre égal a 0.
Vérification : P(0)=(0)"-10(0)+9(0)=0

donc P(0)=0 et 0 est une racine évidente de P .

De plus on remarque que la somme de ses coefficients des termes d'exposant pair
est égale a la somme de ses coefficients des termes d'exposant impair, donc P (1)
doit étre égal a 0

Vérification : P(—1)=(-1)"=10(=1)’+9(-1)==1+10-9=0

donc P(-1)=0 et -1 est une racine évidente de P .

On adonc -1, 0 et 1 comme racines évidente de P et d'apres le théoreme de
factorisation des polyndmes, il existe un polynome Q0 de degré 2 tel que :
P(x)=(x+1)XxX(x—1)XQ(x)=(x"—x)XQ(x)

Pour trouver Q nous allons poser la division Euclidienne de P par x°—x mais on
peut aussi trouver par identification comme dans les exercices précédents.

1049y | X —x

—(x"=x")+0 | x*=9
—9x°+9x
0

On obtient donc P(x)=x(x—1)(x+1)(x*-9)
or x2-9=(x—3)(x+3) donc P(x)=x(x—1)(x+1)(x—3)(x+3)

7. Factoriser le polynéme P (x)=x"-1

x®~1 est une identité remarquable et donc on peut factoriser rapidement :
X —1=(x" =) (" + D)= = D) (27 + 1) (' +1)

donc P(x)=(x—1)(x+1)(x"+1)(x*+1)

AN212 Savoir décrire la courbe d'une fonction polynéme du second degré.

1. Décrire la courbe de la fonction f:x — x’+6x —4
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Transformons x”+6x —4 pour trouver sa forme canonique.
On peut utiliser cette formule :
AN
g

X bx=|x+—

2

x*+6x est le début d'une identité remarquable :

X’ +6x=(x+3-3"=(x+3)V-9

donc x*+6x—4=(x+3F-9-4=(x+3)"-13

Une forme canonique de x°+6x—4 est (x+3)°—13

d'apres le cours, la courbe de f est obtenue par celle de la fonction carrée a laquelle
on a appliqué deux translations : Une de —3/ et une autrede —137.

Crest donc une parabole de sommet S(—3;-13) tournée vers le haut. Cette
parabole admet pour axe de symétrie la droite d'équation x=-3.

2 Décrire la courbe de la fonction
-1, 1 7

g:X > — X ——x———

2 3 18

Factorisons le trindme par — 5

1,1 7
- X ——X———=——-

18 2

, 27
X' +=x+—=
3 9

Etudions maintenant la fonction /(x)=x"4+=x+—

3 9

4

On commence par utiliser cette formule :

X bx=|x+—

2
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2 . .
x2+§ x est le début d'une identité remarquable

2 2

2 1 ’ 1 1 1
X' +=—x=|lx+=| —|=| =lx+=| ——=
3 3] |3 3] 9
done o 2xrlfuadk) 17 (o L) 1 6( i1) L2
379 3] 979 3] 79 R
, 2 7 1 1V 2
donc ¥’ +Zxy+i=_Z||x+=|+=2
3779 2 3] 3

d'apres le cours, la courbe de h est obtenue par celle de la fonction carrée a laquelle

on a appliqué deux translations : une de — gi et une autre de gj :

C, est donc une parabole de sommet 5(— g; g) tournée vers le haut.

Or g(x)Z—Eh(x) donc C, est un parabole de sommet 5(— %; —%) tournée vers

le bas. Cette parabole admet pour axe de symétrie la droite d'équation ¥=—

ki

'
[N

5
3. Décrire la courbe de la fonction /:x —> —3x*+ 24x—97

Factorisons le trindme par -3 :

—3x2+24x—92—5=—3(x2—8x+%
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95

Etudions maintenant la fonction m:x —> x*—8x+ G

14

On commence par utiliser cette formule :

D

2
+bx=
X X )

x*~8x est le début d'une identité remarquable et

xX*—8x=(x—4)—(4)=(x—-4)7-16
2 g P a? 1642y ap 20,95
x>~ 8x 6 (-47-16 - (x—4) <t

5 1
donc x2—8x+%:(x—4)2—g

1
On a donc h(x):—S[(x_zl)z_g]
D'apres le cours, la courbe représentative de m est obtenue par celle de la fonction

5

carré 2 laquelle on a appliqué deux translations : une de 41 et une autre de —
1 .
C,, est donc une parabole de sommet S 4;—5 tournée vers le haut.

Or h(x)=-3m(x) donc la courbe de / est une parabole de sommet 5(4; 5)

tournée vers le bas. Cette parabole admet pour axe de symétrie la droite d'équation
x=4 .

AN213 Savoir décrire les variations dune fonction polynéme du second degré.
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1. Etudier les variations de f:x — 4x°—8x—3

Cherchons une forme canonique de f (x) :

47 8y 3=4]¥ 2524 (x—1)2—1—§
8 8
donc ]
4x’-8x-3=4 (x—1)2—E =4(x—1)2—£
i 8 2
11
donc f(x)=4(x-1)-—

d'apres la cours on peut directement dresser le tableau des variations :

o a

2. Etudier les variations de g:x —> —2x’—3

g(x) est déja sous forme canonique puisque g(x)=-2(x-0) ™ 2-3
On peut donc directement dresser le tableau des variations :

X |- 0 +
f(x) / B \

3. Etudier les variations de /:x — —5x°+10x—5

La forme canonique de h(x) est simple a trouver car :
h(x)=-5x"2+10x-5=-5(x " 2-2x+1)=-5(x-1) © 2
On peut donc directement dresser le tableau des variations :

x |—00 1 +
f(x) / 0 \

AN214 Savoir résoudre un probleme sur les polynoémes.

Probleme 1 : Calcul de la somme S,=1X2+2X3+...+nX(n +1)

On note S, =1X2+2X3+...+nX(n+1)
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1. Trouver un polynéme P de degré 3 tel que P(x+1)—P(x)=x(x+1) et
P(0)=1
2. En déduire que S,=P(n+1)-P(1)

n(n+1)(n+2)

3. Démontrer alors que S,=

4. Calculer S,y

Correction :
1. Si P est un polynéme du troisieme degré alors il existea € R,/ € R,c € Ret d
€ Rtels que : P(x)=ax’+bx"+cx+d
On a donc :
P(x+1) = a(x+1P+b(x+1) +c(x+1)+d
= a(x*+3x°4+3x+1)+b (x> +2x+1)+cx+c+d
= ax’+3ax’+3ax+a+bx’+2bx+b+cx+c+d
= ax’+(3a+b)xX*+(3a+2b+c)x+a+b+c+d
On en déduit que
P(x+1)=P(x)
= [ax’+(3a+b)x’+(8a+2b+c)x+a+b+c+d]
—[ax’+bx’+cx+d]
a.
= 3ax’+(3a+b)x’+(3a+2b+c)x+a+b+c+d
Or on souhaite trouver a, b et ¢ pour que P(x+1)—P(x)=x’+x, donc par
identification avec x’+x , on obtient :

L
3a=1 3
3a+2b=1 e {b=0
a+b+c=0 1

Pour trouver 4, on utilise le fait que P(0)=1 donc comme P(0)=d alors 4=1.

Finalement on trouve que P (x)Z% xs—%x+ 1

2. S, =1X2+2X3+3X4+...+(n—1)Xn+nX(n+1)

D'apres la question précédente,

chaque a(a+1)=P(a+1)-P(a) pourtouta € {1,..,n}

donc

S,=[P(2)-P(1)]+[P(8)-P(2)]+...
+...4[P(n)=P(n=1)|+[P(n+1)-P(n)]

On remarque que presque tous les termes s'annulent et on obtient :

S =— P(1)+P(n+1)=P(n+1)-P(1) donc S ,=P(n+1)-P(1)

1 1
3. Or d'apres la question 1. P(n+1)=§(n+1)3—§(n+l) et P(1)=0

o4




On peut mettre (n+1) en facteur, donc

5,;%(;4+1)3—%(n+1)=%(n+1)[(n+1)2—1]
On peut factoriser (1+1)’~1 car c'est une identité remarquable, donc

Sﬂ=é(n+1>(n+1+1>(n+1_1>:”(”+18)<ﬂ+2)

n(n+1)(n+2)
3

Conclusion : §,=

4. On applique la formule précédente en remplagant n par 100 :

Si00= 100(100+31 J100%2) _ 334384000 donc S = 334334000

Probléme 2 : Polynome symétrique P (x)=5x"—7x°+2x*~7 x+5

Onnote P(x)=5x"-7x"+2x"-7 x+5
1. 0 est-il une racine de P ?

2. On note « une racine de P . Montrer que — est aussi une racine de P.
e

7 5
3. Démontrer que o<2—7o<+2—&+—2=0
X

4. On note B= 0(+%

. Démontrer que -5 B —7B-8=0.

5. Trouver alors les racines de P .

Probleme 3 : Ftude de P(x)=x*+(k—5)x"+(6-6 k>~ 5k)x*+6k(5k+1)x 36k

P(x)=x*"+(k=5)x"+(6-6k’=5k)x*+6k(5k+1)x— 36k’
1. Trouver les valeurs de k pour que 0 soit une racine évidente de P .
2. Trouver les valeurs de k pour que 1 soit une racine évidente de P .
3. Trouver les valeurs de k pour que -1 soit une racine évidente de P .
4.2 est-il une racine évidente de P ?
5. Démontrer que 3 est une racine évidente de P.
6. Résoudre x*+(k—5)x°+(6—-6k—5k)x*+6 k(5k+1)x—36k°=0
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