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L'usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout matériel électronique
(v compris la calculatrice) est rigoureusement interdit.

Dans le cas ot un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit I’épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusieurs hypotheses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : La copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat, comporter aucun signe
distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé comporte notamment la
rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de signer ou de Uidentifier.

Tournez la page S.V.P.



Préliminaire et notations

Voici un rappel de quelques notations classiques :
> N désigne I"ensemble des entiers naturels.
> R désigne l'ensemble des nombres réels.
> C désigne l'ensemble des nombres complexes.
> C[X] désigne I'ensemble des polynémes a coefficients dans C.
&> Cy[X] désigne I'ensemble des polynémes de C[X] de degré inférieur ou égal an, oun € N.
> Si P e C[X] et n € N, on note P la dérivée n-ieme de P.
= M,(C) désigne I'ensemble des matrices carrées de taille n > 1 a coefficients dans C. On note I,
son élément unité.
On considere une algébre unitaire A de dimension finie sur le corps C, dont on note 17 I'élément
unité,
Une norme || . || sur A est dite norme d’algébre si :
@ lali=1
(i) (¥ (a,b) € A?), |labll < [lallijol

En particulier, dans ce cas,ona:
(YneN)(VYacA), "< llall".

On rappelle que, dans une algebre normée de dimension finie, toute série absolument convergente
est convergente.

Si ) a,et ) b, sont des séries absolument convergentes a valeurs dans |'algébre A, alors leur
neN neN
produit de Cauchy est la série Y ¢, avec
neN

Cp = Z apb = Za?b',g-p :
p+q:u p:{}

Cette série converge absolument et vérifie :
(Z ﬂﬁ-) (E bu) = Z Cyy -
n=0 n=_{ n=0

On définit enfin la fonction exponentielle

oo

exp:ar— lq+ _—
P A w1 1!

L'objet du probléme est d'étudier dans certaines algébres normées (A, || . ) particuliéres la surjectivité
de I'application

o A — A
"l a€A r— aexpa



Partie | : Premiers résultats

A) Norme d’algebre sur une C-algebre de dimension finie
On considere une algebre unitaire A de dimension finie sur le corps C. On se donne une norme
quelconque, notée || ||, sur A. On se propose de vérifier ’existence d’une norme d’algebre N sur A.

1. On définit pour a € A l'application
& 5 A — A
Tl x o ax
Démontrer que g, est un endomorphisme de A.

2. Justifier le fait que o, est continue sur (A, ||.|]).

3. On se donne a € A. Démontrer que sup ||o.(x)|| est un réel bien défini, qui sera noté N(a).
fixll<1

4. (a) Démontrer que l'application
R

N: A —
a + Nf@)
définit une norme sur A.
(b) Démontrer que N est bien une norme d’algebre sur A.

B) Deux identités préliminaires
On considére un entier naturel n > 1.

5. (a) Vérifier que x = (1 — ¢%)" est indéfiniment dérivable sur R et, par exemple & l'aide
d’arguments de développement limité, vérifier que sa dérivée n — 1-ieme en 0 est nulle.

(b) Démontrer la relation

S (=17 (;)p"—‘ =0. (1)

p=0
6. On se donne u € C et on pose
Po(X)=1, Pi(X)=X(X-juy?, 1<j<n.

(@) . Démontrer que B = (Pj)o<j<n €st une base de C,[X].
(b) Démontrer que :

1 X(X = ku)k? p®

(Y P € Cu[X]), P(X) = P(0) + (kut) .
k=1 k!
Indication : on pourra se servir de la base précédente.
(c) En déduire I'identité :
. :
X+n+1)'=m+1)"+3 (:) XX+ n+ 1=k, (2)
k=1
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Partie Il : La fonction a — aexpa

On considere une algébre de dimension finie (A, |[ . 1), ot || .|| est une norme d’algebre. On admettra
la propriété suivante :

oo oo
Si (Up4)(pg)en2, est une suite double d'éléments de A telle que Z (Z |lumt|) est fini, alors les trois
p=0 q=0

E (E ”p.q) > (?RM) o i ( 2 “wr)
p=0 n=0 \p+g=n

ont un sens et sont égales.

expressions

7. Justifier le fait que la fonction exp : A — A est bien définie et est continue sur A.
8. On considere des éléments a et bde A qui commutent, ¢’est-a-dire tels que ab = ba.
b

(@) On introduit la suite double: (¥ (p,q) € N?), tp, = S

Démontrer que Z (Z Iy, ,,,H) est fini.
p=0 ‘=0
(b) En déduire a l’aide du résultat admis en début de cette section la relation

exp{a +b) = expaexpb.

A — A

On définit I'application q;;{ 4 +— aexpa °

9. (a) On note e le nombre réel exp(1). Etudier les variations sur R de 7 : x = xexpx eten
déduire que dans J0, +cof, I"équation n(x) = 1/¢ admet une unique solution. Celle-ci sera
notée 7.

(b) Démontrer que la série entiere complexe

nﬂ"l
PR e
nzl
a pour rayon de convergence 1/e.
On notera W sa somme sur son disque ouvert de convergence.

10. Démontrer que, pour tout a € A tel que Jiall < 1/e,
n— 1ﬂ

w(a) = }:( 1)

n=1
est bien définie. Il en résulte que w : a4 — w(a) réalise une applicationde Q = |a € A ; lall < 1/e}
dans A.
On se propose de montrer dans toute la suite de cette section, que I'on a autour de l'origine dans A
la relation :
w(P(a)) = D(wla)) =a.

11. On considére un élément a € A tel que |la}| < 7. On introduit les suites doubles

pap e PP

(VPeN')(¥geN), spz=1(-1 'q! piq!

et vp;; =



(@) Démontrer l'inégalité |lall exp |lall < 1/e et établir les relations
2. (Z Up,q) = -W(-lallexpliall)  puis  @(@@)= Z (Z Sp,q)
=1 \g=0 p=1

(b) En déduire a l'aide des propriétés admises sur les suites doubles et de I'identité vue en
I-B-5b que pour tout élément 2 de A tel que [jal] < T on a w(Pa)) = 4.

On considére jusqu'a la fin de cette partie un élément a € A tel que [|af| < 1/e.
12. (a) Démontrer 'existerice de p > 1 tel que la fonction

oo n-1
@t wofta) = Y (-1)*! ﬂ—,f”a"
=1 n

soit bien définie sur ] - p, p[.
(b) Démontrer que @ est de classe ¢ sur ] - p, p[ avec:

1
(Vtel-p,pD) @'t = ;J( 1)"(’“r ) pn 1

(€} Justifier le fait que ¢@(f) et ¢'(f) commutent pour tout t €] - p, .
(d) Démontrer que ¢ — exp(¢(t)) est de classe ¢ sur ] — p, p[ avec :

(Vtel-ppD,  (explo®) = ¢ (exple®) = exp(p®)e’(?).
13. On se propose d'établir la relation :
(Vtel0,pl), /(N1 +@(t) = @lt).
(a) Etablir la relation :

(vee o, 2D - g = D1yt g,

n=1

(b) Montrer a I'aide d"un produit de Cauchy que::

(Vtelo,pl), obe'(t) = Zc,,t"a"*l, avec cp = l)n_l Z ( )kk Y~k 217k,
k=1

=1
(0 Etablir a l'aide de I'identité vue en I-B-6¢ I'égalité :

qo{t)

(v £ €10, D), ~¢'(t) = pBP' 1),

puis la relation annoncée.

o(t) exp(e(t))
t

14. (a) Démontrer que la fonction t — est constante sur 10, p[, puis que :

Viel0,p, et)expe®) = ta.
(b) En déduire que 'on a ®(w(a)) = a.
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Partielll :Lecas A=C

On se propose d’établir la surjectivité de 1’application :

®: C — C
zZ — zet

On admettra la propriété suivante :

Soit )~ A,z" une série entidre complexe de rayon de convergence infini, de somme A.

neN

On suppose que A ne s’annule pas sur C. Alors il existe une série entiére complexe » , pyz"
neN

de rayon de convergence infini, de somme © telle que :
| (VzeQ), ¢ =A@).

On considere une série entidre complexe 3 4,z" de rayon de convergence infini, de somme F.

neN
o0

On note G la partie réelle de F, ce qui revient A poser: (VzeC), G(z)= % Y (anz" + 3, 77).

n=0

15. (a) Démontrer la relation :
. n

ify ,~int
A G(Re®)e™™ dt.
Indication : On pourra effectuer une intégration terme a terme apres 1'avoir justifiée.

(b) Calculer, pour tout R > 0, l'intégrale I(R) = g‘ ™ G(Re") dt en fonction de ap.
16. On suppose qu'il existe deux nombres réels p > 0 et g > 0 tels que :

(VneN'),(VR>0), a,=

(VzeC), G)<pll+q.

(a) Démontrer que

2n
o it
— (PR + 4 — G(Re")) dt.

(YneN),(YR>0), |al<

(b) En déduire que F est un polynome de degré < 1.

Dans la suite de cette partie, on va démontrer par 'absurde que ® est surjective.
On suppose donc l'existence de g € C tel que : (¥z € C), D(z) #B.

17. Démontrer l'existence d’une série entiere complexe W(z) = ) nz", de rayon de convergence
n=0

infini, telle que :
(VzeC), '@ =d(z)-p=2z7-B.
On note Gy la partie réelle de W. |
18. Démontrer l'existence depg > Oetgg > Otelsque: (Vz€C), Gw(z) < polz]l +4o.
19. En déduire une contradiction et conclure.

20. Etablir que —1/e admet une infinité d’antécédents dans C par ®.
Indication : on pourra exprimer z tel que ®(z) = —1/e sous la forme z = x + 1y.



Partie IV : Le cas A = M,(C)

On se fixe un entier naturel n > 1. On suppose que 1'algébre A est M,(C), munie d"une norme
d’algebre.
On se propose d’établir la surjectivité de 'application :

©: My(C) — Mi(C)
: A —  Aexp(A)

On rappelle et on admettra le résultat suivant :

21,

Soit une matrice M € M,(C). Si Ay, ,A; sont les s > 1 valeurs propres complexes
distinctes de M, d’ordre de multiplicité ay, -+, as, alors M est semblable a la matrice
diagonale par blocs de M,(C):

My 0 -+ 0

diag(My, -+, M;) = 0 M _ ,
: T
0 - 0 M

avec My = Aly, + Ni € My, (C) ott Ni € M, (C) est nilpotente, pour tout1 < k < s.

On considére un polynéme P € C,[X] tel que P(0) = 0 et P'{0) # 0.
On introduit l'application
A: GlX] — C[X]
T +— A(T)

ott A(T) est le reste de la division euclidienne de T(P(X}) par X™*1.

(a) Démontrer que A est un endomorphisme de C,[X].
(b) Démontrer que A est un automorphisme de Cy[X].
{(c) En déduire l'existence de Q € C,[X] tel que Q(0) =0,Q’(0) # 0 et de S € C[X] tel que

QP(X)) = X + X™15(X).
(d) Que peut-on dire de P(Q(X))?

Soit A un nombre complexe différent de —1/e et U € M,(C) une matrice nilpotente (autrement

dit, U™ = 0).

. . , n R
Soit u € C tel que et = A. Soit P € Cy[X] le polynéme donné par: P(X) = 3 —-——k[—X ;
k=1 '

Vérifier que l’on peut associer a P un polynéme () comme a la question 21 et que
O(uly + QD)) = Al + U |
Soit U € M;(C) une matrice nilpotente. Montrer qu'il existe A € M,(C) telle que
D(A) = —-(1/e)l, + U
Montrer que @ : My(C) — M,{C) est surjective.
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