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Objectif et conventions

Le but de ce probléme est de construire une fonction strictement croissante sur R, dérivable et dont
la dérivée s’annule en tout point d’un ensemble dense dans R.. En fait, c¢’est la fonction F réciproque
de celle-ci qui est construite.

On note R l'ensemble R U {—o0, +00} . Lorsque, dans certaines conditions, une suite ou une fonction
tend vers 400, on dit qu’elle a +o0o pour limite dans R . On fait la convention analogue pour —oo.

Si A et B sont deux ensembles, on note A — B l'ensemble des points de A qui n’appartiennent pas
a ’ensemble B.

Dans tout le probléme, on désigne par f l'application de R dans R définie par f(z)® =z pour
tout z € R. Autrement dit f(z) = z'/%.

I . La fonction racine cubique

A. Dérivées au sens généralisé

Soient I un intervalle ouvert de R et a un point de 1. Soit g : I —+ R une fonction continue au point
g(z) —g(a)
r—a

a . On dit que la fonction g est dérivable au sens généralisé au point a lorsque le rapport
admet une limite ¢ dans R lorsque z tend vers a, avec z # a.

Méme dans le cas d’une limite infinie, on écrit g'(a) = £.

1) Soient I et J des intervalles ouverts de R et soit g une bijection croissante de I sur J. On suppose
1

que la fonction g est dérivable au sens généralisé en tout point de I. Démontrer que la fonction g7+,

réciproque de g, est dérivable au sens généralisé en tout point de J, et que, pour tout a € .J, on a

1

(97) (a) = 7o @)

1
avec les conventions — = +oco et — =0.
0 +o0

2) Soient I un intervalle ouvert de R et g:I— R une fonction continue.

a) Soit ¢ un point de I. On suppose que la fonction ¢ est dérivable au sens généralisé au point ¢

et qu’elle admet un maximum local en ¢. Démontrer que 'on a ¢'(¢) =0.

b) On suppose que la fonction g est dérivable au sens généralisé en tout point de 'intervalle I. Soient

a, bel tels que a < b. Démontrer qu’il existe ¢ €]a,b| tel que

g9(b) —g(a)

gle)==7—,

[on pourra examiner dans un premier temps le cas ot g(a) = g(b) ].

3) Soient I un intervalle ouvert de R et g:I— R une fonction continue. Soit ¢ un point de I. On
suppose que la fonction g est dérivable en tout point de I — {a}, et que la fonction = — ¢'(z) admet

une limite £ dans R lorsque # tend vers a, avec = # a.



a) Soit & un point de I distinct de a ; posons J, =la,z[ si &z > a et J, =]z,a] si z < a. Démontrer

que 'on a

inf{g'(y); y € Jo} < W < sup{g'(y); y € Ja}.

b) Démontrer que la fonction g est dérivable au sens généralisé au point a et que l'on a g'(a) = £.
B. La fonction racine cubique

Rappelons que l'on désigne par f Dapplication de R dans R définie par f(z)® =z pour tout
z€R.

1) a) Démontrer que la fonction f est dérivable au sens généralisé en tout point de R et que 'on a
£1(0) =+,

b) Soient s et t des nombres réels # 0. Démontrer I’équivalence
fis) S f(1) = [s| = [H.

¢) Soit a un nombre réel > 0. Démontrer que la fonction définie sur R par  — f(z +a) — f(z — a)

atteint son maximum en 0.

d) Démontrer que, pour tous z, y € R,on a |f(z) — f(y)] < 2 ’f (m —y)‘ .

2

e) Démontrer que la fonction f est uniformément continue sur R.

2) a) Démontrer que, pour tous z,y € R, on a P taey+y’ > 1 a2

)
b) En déduire que, pour = et zg € R, tels que  #xp et 29 #0,0na

_ @) = flzo)

r — Iy

< 4f' (o).
C. Construction d’une suite dense

Notons g la fonction définie sur R par g(t) = ¢ cost . Rappelons que 'on désigne par f ’application
de R dans R définie par f(z)® =z pour tout z € R.

1) a) Démontrer que la fonction go f est dérivable au sens généralisé en tout point de R. Etudier en
particulier (go f)'(0).

b) Démontrer que (g o f)'(z) tend vers 0 quand =z tend vers +oo.

Dans les questions suivantes de cette partie, pour tout entier n = 0, on pose

an = g(f(n)) = n'/* cos(n'/3).

2) Soient # € R et k € N tels que kn > |z|.
a) Démontrer qu’il existe un nombre réel y(k,z) danslintervalle [kn, (k + 1)x] tel que g(y(k,z)) = =.

b) On note ny, la partie entiere de y(k,z)® . Démontrer que la suite (ay,, )ren a pour limite z .

3) Démontrer que l'ensemble {an; n € N} est dense dans R.
1

4) Pour tout entier n >0, on pose A, = ———
) >0, onp "=

- Démontrer que les séries de terme général A, et

Anf(an) sont convergentes.



II . Construction de la fonction F

Dans cette partie, on se donne une suite (ap)nen de nombres réels et une suite (Ap)nen de nombres

réels strictement positifs. On suppose que les séries de terme général A,, et A, f(a,) sont convergentes.
1) a) Démontrer que la série de fonctions, dont le terme général est la fonction = — A, f(z — an), est
uniformément convergente sur toute partie compacte de R.

Dans le suite de cette partie, on pose, pour tout € R,
+ oo
F(z) =) Auf(z = an).
n=0

b) Démontrer que la fonction F est continue et strictement croissante.

¢) Démontrer que,
pour tout = > ag, on a F(x) — F(ag) = Ao f(z —ag),
pour tout = < ag, on a F(z) — F(ag) < Ag f(z —ag) .
d) En déduire les limites de la fonction F en +oo et —co.

e) Démontrer que la fonction F est une bijection de R sur R.

Nous allons démontrer, dans la suite de cette partie, que la fonction F posséde une dérivée au sens

généralisé en tout point de R.

2) Démontrer que, pour z et zg € R, tels que & # g, et pour tout entier n € N, on a

~
r — X L — L

Zn: A\ fle —ap) — fleo — ar) . F(z) — F(xo)

3) Démontrer que la fonction F est dérivable au sens généralisé au point a,, et que 'on a F'(a,) = 400
4) Soit xg € R. On suppose que #p n’est égal & aucun a,, n € N, mais que la série de terme général
Anf' (o — ay,) est divergente.

a) Soit m € N. Démontrer qu’il existe un nombre réel & > 0 tel que, pour tout z € R, si l'on a
0<|e—=zo| <e,alorson a

1+Z)‘k f(:[?—ak)—f(:lio—ak) 22)%]0/(:30_0%).
k=0

L — X =0

b) En déduire que la fonction F est dérivable au sens généralisé au point zg et que l'on a
Fl(®g) = +0.
5) Soit mg € R. On suppose que zg n'est égal & aucun a,, n € N, et que la série de terme général
Anf'(2g — an) est convergente.

a) Démontrer que, pour tout entier n € N et pour tout = € R tel que ¢ # z¢, on a

F(z) — F(zo) gi/\kf(w_ak)_f(m_ak) +4 io Aef'(wo — ax).
k=0

r— r— X
0 0 j—

+oo
b) En déduire que la fonction F est dérivable au point zg et que 'on a F'(zg) = Z Arf' (o — ag) .
k=0

6) Démontrer que la fonction F~1 | réciproque de F, est dérivable en tout point de R.



I1I . Parties denses de R
A. Intersections d’ensembles ouverts denses

Donnons-nous, pour tout entier n € N, un sous-ensemble ouvert V,, de R, dense dans R..
On pose B = n V.
neN

1) Soit I un intervalle ouvert, non vide, de R.

a) Démontrer qu’il existe des suites (un)neN €t (vn)nen de nombres réels satisfaisant aux conditions
suivantes :
(i) pour tout n € N, on a u, < v, ;
(i) [wo,vo] CINVy ;

(iii) pour tout n € N, on a [tnt1,Vnt1] Cltbn, vp[NVg1

b) Démontrer que l'ensemble IN B n’est pas vide.
2) Démontrer que l’ensemble B est dense dans R.

3) Soit (#n)neN une suite de points de B . En considérant les ensembles ouverts V,, — {2, } , démontrer

que Uensemble B’ = B — {z,; n € N} est dense dans R.
B. Parties de R contenant de « gros» ensembles compacts

1) Solent a et b€ R tels que a <b, et soit (cp)nen une suite de points de l'intervalle [a,b]. On

suppose que l'ensemble C = {¢,; n € N} est compact. Soit ¢ un nombre réel > 0 et soit (ap)nen une

—+ oo
suite de nombres réels strictement positifs telle que 2 Z an L E.
n=0

a) Pour tout entier k € N, posons I =]er, — ag,cr, + ai[. Démontrer qu’il existe un entier n € N

tel que 'ensemble C soit contenu dans la réunion U Iy .
0<k<n
b) Démontrer qu’il existe une fonction continue g : [a,b] — [0, 1] telle que l'on ait
g(z) =1 pour tout = € C ;
g(z) =0 pour tout = ¢ U Iy .
o<k<n
b

¢) Démontrer I'inégalité / g(t)dt < e.

a

2) Soit A une partie de R. On suppose que, pour tous nombres réels a et b tels que a < b, il existe

une partie compacte C de R, contenue dans A N[a,b], et un nombre réel € > 0 tels que, pour toute
b

fonction continue g : [a,b] — [0, 1], satisfaisant a g(z) =1 pour tout = € C, on ait / g(t)dt > e.

a

a) Démontrer que, pour tous nombres réels a et b tels que a < b, ensemble AN [a,b] n'est pas

dénombrable.

b) Démontrer que 'ensemble A est dense dans R, et que, pour toute partie dénombrable D de A,

l’ensemble A — D est encore dense dans R..



IV . Les points de pente infinie de F

On reprend les notations de la partie II. On se donne une suite (ap)nen de nombres réels et une

suite (An)nen de nombres réels strictement positifs. On suppose que les séries de terme général A, et
Anf(an) sont convergentes, et l'on pose F(z) = —l—z Anf(z — an). On suppose de plus que l'ensemble
D = {an; n € N} est dense dans R. "

A. Densité de ’ensemble des points de pente infinie

1) Pour z € R et T €]0,+0o0[, posons gp(z) =inf{T, f'(z)}.

“+ oo
a) Soit T €]0,4oco[. Démontrer que, pour tout z € R, la série Z Angr(T — an) est convergente.
n=0
—+ oo
b) Pour z € R, posons Grp(z) = Z Angr(2 — ay) . Démontrer que la fonction Grp est continue sur
n=0

R.

¢) Démontrer que, pour tout z € R, on a F'(z) = sup{Gp(z); T €]0,+oo[}, ol la borne supérieure
est prise dans R..
2) Soit M un nombre réel > 0. On pose Uy = {z € R; F'(z) > M}.

a) Démontrer que 'ensemble Uy, est la réunion des ensembles {z € R; Gp(2) > M} pour T €]0, +oo].

b)Démontrer que 'ensemble Uy, est ouvert et dense dans R.
3) Soit A lensemble {z € R; F/(z) = +oo}. Démontrer que l'ensemble A — D est dense dans R.
B. Densité des points de pente finie

1) Solent a et b € R et soit € > 0 tels que a + ¢ < b. Soit M unnombreréel > 0 ; notons C 'ensemble

{z € [a,b]; = & Uy}. Soit g : [a,b] — [0,1] une fonction continue telle que g(x) =1 pour tout = € C.
b

Démontrer I'inégalité / Mg(t)dt + F(b) —F(a) > M(b—a).

a

2) Soit B l'ensemble {z € R; F'(2) # 400} . Démontrer que, pour toute partie dénombrable N de B,
I’ensemble B — N est dense dans R.



