Préliminaires

Dans tout le probléme, si n est un entier naturel > 2 et f une fonction de classe C*,
c’est & dire une fonction n-fois continiiment dérivable, définie sur [0, 1] & valeurs réelles, on
posera, pour k entier, 0 < k < n,

1 2
M) = s OO min = ([ rOera)”

et on notera plus simplement My = My (f) et mp = my(f) s’il n’y a pas risque de confusion.
Dans les parties I et II, on désignera par f une fonction & valeurs réelles de classe C"

_sur [0, 1] telle que :

(i) f*)(0) = f*)(1) =0, pour 0 < k <m—1,

(i) mo(f) = 1,

et il s’agira de montrer qu’une telle fonction vérifie

n

@ () < e,

s k=1

alors que la partie III donnera un résultat du méme type pour une fonction ne vérifiant
pas la condition d’annulation en 1.

Partie I

On rappelle que, pour des fonctions f, g & valeurs réelles, continues sur [0, 1], 'inégalité
de Cauchy-Schwarz s’écrit

([ soor)’ < [vwra. [ wera

1 . Etablir que, pour 0 < k < n, my < My et, en écrivant f(F) 3 I’aide de f(E+1) | que,
pour 0 <k<n-—1, My < mgy;.

2.
a . A laide d’une intégration par parties, prouver que, pour 1 <k <n -1,

2
mp < Mp—1.Mg41.




b . En déduire que, pour 0 < k < n, mg > 0 et, par récurrence, que la suite (¢z)o<k<n,
pr = mp/®, avec po = 1, est croissante.

3 . Dans toute la suite du probléme, on désigne par F' la fonction définie dans le plan
complexe par

P = R +in) = [ el = [ e

et par F la fonction définie sur R? par F(x,y) = F(z + iy).

a . Montrer que, pour tout réel z > 0, F(z) > e™%.

b . En développant I’exponentielle en série, justifier que F' est développable en série entiére
au voisinage de 0. Préciser le rayon de convergence de ce développement.

4 . A partir de Pexpression intégrale de ¥, montrer que F' est de classe C? sur IR?,

c’est a dire admet des dérivées partielles continues jusqu’a l'ordre 2, et vérifie la relation
0F OF

=

By Oz’

5 . Montrer que, pour tout entier k£, 0 < k < n, et, pour tout complexe z # 0,

Fz) = zik /0 e (F®)(t)dt.

6 . Montrer que, pour ez = z > 0, |F(z)| < 1, et déduire de 5 que, si de plus z # 0
et k entier avec 1 < k < m,

k
1 k 2uk\k
< : e < (5028
|F(2)] < [2[F - (]>m1mk is ( 2] ) ,
Jj=0
k!

ik = T
7 . Pour b > 0, on définit la fonction hy dans le demi-plan & > 0 par

© ol (f) désigne le coeflicient du binéme

il
2

hy(z,y) = — + Arctan(y; b).

a . Prouver que hy se prolonge continiiment au demi-plan > 0 privé du point (0,b) et
expliciter ce prolongement que ’on notera encore, hy (on pourra remarquer quewhy(z, y)
mesure ’angle entre un vecteur que l'on précisera et le vecteur joignant ¢b a = + iy).

. hy(z,0 1 . .
b . Montrer que hm+ —l-’—(—:—c-’——)- =3 (la limite est prise lorsque « tend vers 0 par valeurs
z—0 T

strictement positives).

Tournez la page S.V.P.



Partie IT

Pour une fonction H de classe C? définie sur une partie ouverte de IR?, on note

0’H O9*°H
AH = —3_.’8—2. + W
8 . Avec les notations de la partie I, on pose, pour k = 1,...,n, by = 2epu;. On

considére la fonction v définie sur le domaine D, constitué du demi-espace & > 0 privé des
points (0,51),...,(0,b,),(0,=b1),...,(0,—by), soit

D= { (x,y) € R? | z2>0 } \ {(O:bl)’""(O’bn)’(oi"bl)"")(0’_bn)}
_ bar

(o0) = 13 b (o,0) + e, -0).
k=1

a . Vérifier que sur D, on a 0 < v(z,y) < n.
[+]
b . Prouver que Av = 0 sur D= {(x,y) € R*|z > 0}.

9 . Soit U une partie ouverte non vide de IR? et soit G une fonction réelle de classe
C? sur U telle que, pour tout (z,y) € U, AG(z,y) > 0. Montrer que G ne peut avoir de
maximum sur U (on pourra raisonner par I’absurde en considérant un point (zo,yo) de U
oil un maximum serait atteint et introduire les fonctions g1(t) = G(xo + t,%0), g2(t) =
G(wo, Yo + t))

10 . Soit V une partie ouverte de IR? et G une fonction réelle de classe C? sur V
telle que AG > 0 sur V. On suppose que 'ensemble K = {(z,y) € V|G(x,y) > 0} est
compact. En appliquant la question précédente & l'intérieur U de K et aux fonctions G,
¢ > 0, définies sur V par G(z,y) = G(z,y) + e(z® + y?), montrer que G < 0 sur V.

11 . Dans cette question et les suivantes, V désignera I’ensemble ouvert

V ={(z,y) € R*|z > 0, F(z,y) # 0},

ott F' est la fonction introduite dans la partie I. On note u la fonction définie sur V' par

u(z,y) =0 |F(z,v)] = 5 0 (F(z,9)F(z,9)),

ot In désigne la fonction usuelle logarithme népérien, et on pose w = u + v. Moritrer que
Aw=0sur V.

12 . Dans cette question ¢ désigne un réel strictement positif fixé et on utilise les
inégalités établies en 6.
a . On convient que bp11 = +o00. Solent k = 1,...,n et yo € IR tels que bx < [yo| < bg1-
Etablir I’inégalité
£+(040) | (0, )| < e,




otl, pvour (=,y) € DU{(0,bg), (0, —bg)},
n

vk(w,y)z;l; Z (hbt(may)'i'hbt(x’—y))'

£=1,L£k
En déduire que, pour tout yo € R, il existe 7o > 0 tel que,
si 2>0 et [22+ (y—10)?]Y2 < 7o, ona e"Y)|F(z,y)| < €.

b . On pose K, = {(z,y) € R?|z > O,e”(w’y)|ﬁ’(m,y)| > e%}. Soit (%n,Yn)n>1 une suite
de K, convergeant vers (zo,yo). Prouver que z¢ > 0, puis que (z0,y0) € K. Vérifier que
K¢ est borné et déduire de 10 que w — 2¢ < 0 sur V.

13 . Déduire de 12 que w < 0 sur V et que, pour z > 0, —z + v(z,0) < 0. Conclure
que

et en déduire 'inégalité (x).

Partie III

14 . Soient I et J deux intervalles de IR et soit k¥ € IV*. Montrer qu’il existe des
entiers naturels agg, £ = 0,...,[k/2], ol [z] désigne la partie entiére du réel z, tels que,
quelles que soient

- la fonction polynéme du second degré p satisfaisant & p(I) C J,

- la fonction g de classe C* sur J,
on ait, pour tout ¢ € I,

[k/2]
(90n)P(E) =" are (99 o p) (1)[¥' (1)]*~[p" (1)L,
£=0

Par un choix convenable des fonctions g et p, établir 1’égalité

(21::) @k KA gk
= e = 2, .
k k! —~ 14
15 . Dans cette question, g est une fonction de classe C" sur [0, 1], n > 2, telle que
(:’) ¢¥)(0) = 0, pour 0 < k < n—1,
(ii’) mo(g) = 1. . :
a . Soit f lafonction définie sur [0, 1] par f(t) = (gop)(2t), ol p est la fonction polynomiale
s — 25 — 52, Etablir successivement les inégalités

s [(6on®0] < (%) M0), M) <8 Mi(e)
t€[0,2]

b . Conclure que
n

Z(Mk (9)) 1k < 16me.

k=1
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