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_Namrions:
¢ Pour nn eatier 2 1,onnoteN, Pensembleil, 2,..., z}.

o 4, ,(R) (resp #, ,(C) ) désigne Fespace vectoriel des matrices & n lignes et p colonnes & coefficients
dans R (resp. €).

e Si n = ponécrit &, (K) aulieude 4, ,(¥) (K = RouC)

* Si A =(a f) s 4, ,(C), ‘A désigne selon F'usage la matrice transposée de A, et 1A| la matrice de
coefficient gemrique |.::.t il -

s Si A €.4, (C), onnoteP, = det (XI, — A) le polynome caractéristique de A.

A 0
e Lamatrice diagonale[ﬁ* :"-:l sera notée diag (hy,wes Ay) .

Convention : .

On identifie C* & .#, | (C), etpour A & S, ,([C) et xECF, (Ax), désigne le Figme coefficient de la
matrice unicolonne Ax.

Définitions :
(1). Soient A={g, ) et B= (b, } deuxélémentsde A, , (B).

Onécrit: A < B {resp. A < B}sietsculementsi:
vY{ij)EN, XN, 4,6 < bu(resp‘v‘(t YEN, XN, a; < &,

(2). A estdite positivelorsque [0] < A, ie.:
V(i,j) EN, XN, 4,2 0.

A est dite strictement positive lorsque [0] < A, ie.:
Y{ieEN, XN, a,;>0.

2]

(3). Soit A & 4, (C). Si Py (X) = T {X = %;} (i.e. les valeurs propres, non nécessairement distinctes, de A

=

soit hyy -, A,), leréel positif p{A) = Max [i;| estappelé rayon spectral de A.

igN,

Préliminaires

1. Soient(A, A) € &, (€} x.#,,C), BEA,, (C) et x € C.
Vérifier es assertions suivantes
i, 1A+ AT <Al + |A], JAB| < |A] [Bl.
i, |Ax € |Allx| et,deplus,si 0 < A, 0 € x et x# 0, alors: Ax > 0.

iii. Si 0 € A et 0 < x, I'égalité Ax = 0 implique A = 0,



. i. Soient z et z' des complexestelsque {z + z'| = [z| + [2'|, avec z ¥ 0. Montrer que:
laoeER,, Z’“" az.

ii. En déduire que si z,, .., 2, Sont # nombres complexes (n 2 2)telsque lz, + .. +2,|=|z,i+ ... +]z,],
alors:

10 & B, vkERN,, 2z, ™ 2%z,

iii. Onsuppose que A & .4, (R),avec ) < A.
Soit x € C" Montrer que:

|Ax| = Alx] == I8 ER x = ¢/ x|.

. Soit F = .4, (C). On pose A = |F|. Montrer que 5'il existe x € R", avec 0 < x, tel que Ax = Fx, alors
onaA=F,

. Unenorme | | sur.#, {C) est dite sous-mulktipiicative si :
¥(A,B) € &, (C) x 4, (C}, IAB] < JA[4B].

X,
OnmunitC'delanorme: x = | : | w= {x| = sup EAR
x" ie Nﬂ
i. Justifier brievement que lapplication
. A
I le: #,{C) — R, définie par [Al, = sup H—IE, est une norme sur , (C) .

xE 0 )
ii. Onpose: A ={(qg, ). Vérifier que:
[Al. = sup ( S la,l

feN, L=t

iii. Montrer que lanorme || ., sur .4, {C) est sous-multiplicative.

"
Etude du rayor spectral d'une matrice A & .#, ()
Dans toute 1a suite du probieme. on munit.#, (€} d'une norme sous-multiplicative { | .

. Soith € C une valeur propre d'une matrice A € .4, {C},
i.  Montrer quil exisie une matrice X € .#, (C), non nulle, 1elfe que AX = A X.

i, Endéduire que p{A) < [A].

. Soit $ une matrice inversible de M, (C) et A E.#,(C).
i. Comparer p{A)et p{8™' AS).
ii. Montrerque, pourtout k € N* ona p{A%) = [p(A}|% etendéduire que p{A} < ||A"1i7lf,

iii. Montrer que Fapplication N: X = [|S~'X S} est encore une norme sous-muitiplicative sur .#, {C).



3. Soite > 0. On considére une matrice A de #, (C) et T = (1,;) une matrice trianguiaire sembiable & A,
i Calculer la matrice A™! TA, avec A = diag({l, d, ..,d"" ) oud > C.
ii. En déduire Pexistence d'une norme sous-multiplicative N sur ., (C) telle que :
NA) p(A)+e.
4. Soit A € ., {C).

i Onsuppose p (A) < 1. Montrerque lim A*=10.

k£ 4 =

it. Trouver une matrice A € ., (C) telle que p (A) = 1'et que la suite {A*); ¢ o+ ne soit pas bornée.

iii, Montrerque p (A} = Hm HA*ﬁi. Pour cela, ¢ > 0 étant fixé, on considérera la matrice

k= =

1 - .
A, nlA) * e A, etonutilisera IL4.i.

5. Soit (A, B) € 4, (C) X &, (C) telque |Al € B.
i, Montrer que, pour tout k € N* ona: [Af| € JAl < B-.

ii. Endéduireque p{A) < p(lA]) € p(B).

Propriétés des matrices carrées réelles positives
Soit A & .4, (R} positive (A > O ou¥ (i, /), & ; 2 0).

1. On suppose, dans cette question 111 seulement, que la matsice A vérific :

A
ijseR,, YieN,, Y a;=s>5.
i=1

Montrer que 5 est une valeur propre de A et que

piA) = 5= [Ala.

2. Onpose a = inf ( i a,-_j) et B = sup [ i a,—_j} = Al .

iEN, L= iaN Lim I

i. Trouver une matrice B = (b, ) de #, (R) telleque .0 < B < Aetque: V €N, Y b, .

=1

ii. Endéduire I'encadrement:a < p(A) € .

. X
3. Seit x = ( - | unélémentdeR" et que O < x.
x}l
OnposeD, = diag(x,, .., x,}.
Calculer la matrice D' A D, et en déduire Fencadrement:
inf (A% ¢ p{A} € sup %’E)'

ian, *i ien, X



-

X

4. Soit x = ( : ) un élément de R” tel que 0 < x, et r un réel positif e 1l

5.

X

n

i. Montrerquesi Ax = rx alors p(A) = r,
ii. Comparer p (*A) et p (A} etendéduirequesi 'xA = rix. alors plA}=r.

AN
Soit x = ( )unélémmtdeﬁ"teiqueﬂ < x.
X .

On désigne par « et B deux réels positifs ou nuls.

i. Montrer les implications :
ax & Ax{resp. < Ax) == a € p(A) {resp. < p(A)).
Ax € Bx(resp. < Bx) == p(A) € B (resp. < 8.

it. En déduire les implications :
a' < ‘XA (resp. < ‘xA) => a < p(A)(resp. < p{A)).
XA € B (resp. < Bix) == p{A) < B (resp. < 8.

1Y

Etude des matrices carrées réelles strictement positives

S i > O
On suppose que A = (g, ;) est une matrice strictement positive e A, (R (A > 0,0u 71477 iy

Onposer = p(A),

i

=3

-+ Déduire de ce qui précede que r est effectivement valeur propre «# A, et quil s'agit & )

Vérifier quel'ona »r > Q.

¥:
Soit y = (f)unéiémentdeﬂ”telqncﬂ Syet y# (.
P

On suppose que ry € Ay,

h On posev=Ayet z= Ay - ry Vérifierque v > 0 et mosirer que la relstess
mpossible,

’ Fdl < APCSI

H. En déduire qQue: ry = Ay,

- Soit x un vecteur propre (non nul) associé a une valeur propre ), de A »afifiant [A = r.

i. Montrer que A|x| = r|x} et en déduire que |x| > 0.
ii. Montrer qu'il existe 8 & R tel que x = e'% x|,

apiguc vakeur

propre de A de module égal a r.

. Montrer que le sous-espace propre Ker(rl, — A} associé a r o~ ¢ droite vectorieib
un vecteur v >

(Pour cela, on pourra raisonner par Pabsurde en supposamt dim ¥.zr 7l = A) 2 2

engendrde par

. £ teftel gque:
Onfixe v > 0, vecteur directeur de Ker (rl, ~ A). Montrer qu'il cxs27% 14D Unique vecteur » * d

w > {; "wA = rlw, “wy A



v

Etude des matrices carrées positives et irvéductibles

A. Soit A € .#, (R) une matrice positive (A > 0).
Dans les questions 1. et 2. on suppose, en outre, que A satisfait a la condition suivante :

r = p{A) est onique valeur propre de A de module égal a r, Ker{rI, — A) est une droite vectorielle
engendrée par un vecteur v > (). Pour chaque choix de v, il existe un unique vecteur w € R" tel que:

w> 0; WA = riw; lwp=1.

\

1. Onposel = v fw.

.
n.

ii.

v,

Montrer que L est indépendante du choix de v, et que ¢’est un élément de .4, (R) strictement positif
etde rang 1.

Décrire géométriquement 'endomorphisme L:x == Lxde ©" & Paide de 1a droite vectorielle
C-v etdelhyperptan H = {x & C": 'wx = 0}.

Montrer gue H est stable par A et que si x est un vecteur non nul de H tel que Ax = px (i & C)
alors |} < r.

En déduire que dans une base convenable # de €” l'endomorphisme x = Ax a une matrice A’
de Ia forme :
rQ .0
, G
A B avec B € #,

=1 {C}, et p{B} < F.
0

Vérifier que r est racine simple du polyndme caractéristique P, (X) de A.

L Y3
Calculer L' = lim (T) et décrire géoméiriquement 'endomorphisme dont la matrice dans la
ko~ 4 2

base & deC"est L',

k
Endéduireque L = lim (%) et qu'il existe k, € N* tel que, pour tout k 3 k,, onait A* > 0,

R == +

3. Dans cefte question A 2 { est une matrice carrée positive quelcongue.

ii.

iii,

i .. 1
Snite>0.0nposej==(5 E)e.ﬂ’"{ﬂ%} et Afe) = A +el.
. | R |

Montrer que la fonction f: e - p{A (e)) est croissante sur |0, + [ et a une limite £ 2 p (A}
lorsque € tend vers () par valeurs supérieures.

Montrer que f{e) = p (A (g}} est une valeur propre de A (g) et qu'il existe un unique vecteur
propre, noté x (&), associé a cette valeur propre et appartenant a I'ensemble :

xl Er
K“"[I"‘(E)ER,,:x;‘{L >ox= 1},

X, i=1

En déduire qu'il existe x € K tel que Ax = .

Comparer £ et p(A)



B. Cnsupposeque n 2 2 etque A &€ ., (R} est positive.
On appelle sous-espace de coordonnées associé a une partie | de N, le sous-espace vectoriel suivant de R”:
xl -
R=ixw[!|er :VjeN Lx=0
‘xﬂ
La matrice A est dite irréductible si les seuls sous-espaces de coerdonnées stables par A sont
10l =R" et e = M

Dans le cas contraire A est dite réductible.
Soit d'autre part (7, j) & N, X N, .
Pour m € N* onnote ¥ (i, /, m) la proposition :

# 0

gy o b SNJY™ 0 (lg = b i = ]
et vkel0, .., m—1}, a

Fier i
et.Z (i, j) la proposition

Ime N*, £ (i ], m}estvraie

1. i Vérifier que A est réductible si et seulement si il existe une partition non triviale (I, J) de N,
(@, J#6¢,1NT=0,101=RN,)teleque:

v, pelxy:a; =0
Montrer que dans cette situation, pout tout couple {i, j} & I x J, £ (J, j) n'est pas vraie.
il. Soitj€ N, Onpose £ ={jlU{j €N, Z{,jestvraiel.
Montrer que R~ est stable par A.
iit. Déduire de ce qui précéde P'équivalence :
A irréductible <= Pourtout (i, /) € N, x N, Z (i, j) est vraie.

2. On suppose que & (i, f) est vraie, avec { # j. Montrer qu'il existe m € N,_, tei que ¥ (f, J, m) soit
vraie.

i)
i

3. Pourtout m € N*, on pose A™ = (a

i |1
et les @,

it

i i . et monirer que pour { # f on a

i. Etablir une relation de récurrence entre a
['équivalence :
£ (i, j, m) estvraie <= af > 0.

ii. En conclure que les trois assertions suivantes sont équivalentes:
4. la matrice A est irréductible;
b. pourtout (i,/) €N, x N, telque i # j, ilexiste m € N, _, tel que; @7 > 0
e, {I + A} > (; critére d'irréductibilité.

Onpose danouveau r = p(A].

4. i, Déduirede V.A3dii.que p{l, + A) = | + r etque p{{I, + A"} = ({1 + A",

ii. On suppose que A est irréductible. Montrer que {} + A" ! est une racine simple de P, -1,
En déduire que r est une racine simple de P, et que, de plus, r >

ii. On suppose encore que A est irréductible. Montrer que le sous-espace propre Ker{r[, — A)
assucié a r est une drotte vectorielle engendrée par un vectedr v > 0.



5. Ondit que la matrice A > 0 est primitive s'il existe k € N*tel que A* > 0.

i. Montrer que si A est primitive, alors r est 'unique valeur propre de A de module égal i r et que, de
plus, A est irréductible.

ii. Réciproquement, montrer que si A est irréductible et si r est 'unique valeur propre de A de module
égal a r, alors A est primitive.

iii. Montrer que la matrice carrée

010 .0
Wl gy
[ 1:0: 5 0

est primitive (A, € ., (R), n 2 2).



