T N £t e

e

Agugakion wilinns 94 Epesed.

zans tout le probléme, E est un espace vectoriel euclidien de dimension 22 1. La norme du vecteur V
est notée | V | Lobjectif des parties | et 11 est de montrar que, éant donnés un entier p # 1 et des vecteurs
V. V,, .., V,de Etels que V, + V, 4+ ..+ 'V, = 5, il existe une permutation o des p premiers entiers telle
que,pourtout k de 1a p,onait: [ Vg, + .o + Vol SIS+ n - Sup [V, h.

Lisp
(L.a majoration est donc valable quel que soit le nombre p de vecteurs utilisés.) -

La partie Il est indépendante des deux premiéres; dans la partie IV, on €tudie une propriété des séries
semi-convergentes par modification de l'ordre des termes.

Chaque fois qu’on utilise les coordonnées d’un point ou les composantes d'un vecteur d'un espace R7,
il est sous-entendu qu’il s’agit des coordonnées ou des composantes dans la base canonique.

Propriété de Vintersection d’un sous-espace affine et d’un hypercube
p

Soient p' et q deux entiers telsque 1 < g < p et & un sous-espace affine de R,

On dit que & posséde la propriété &, si & contient un point A dont toutes les coordonnées
appartiennent a I'intervalle {0, 1], g d’entre elles, au moins, valant O ou 1.

Soit alors & un sous-espace affine de R?, de dimension ¢, contenant un point B dont toutes les coordon-
nées sont dans |0, 1]; on se propose de démontrer que & possede la propri€ié &

1. Donner, sans démonstration, une interprétation géométrique de cette proposition, accompagnée d’une
figure, dans chacun des cas suivants :

ap=2; g=1.
b p=3; g=1.
e p=3; g =2

2. Onprend g = 1 et p > g; & estdonc une droite passant par B.

On désigne par (by, b;, ..., b,)les coordonnées de B et par (#y, uy, .., u,)les composanies d'un
vecteur directeur U de 7.

a: Soit I Pensemble des réels A tels que, pour ivariantde 1 & p, b, + Au; € [0, 1]. Montrer que [ est égal &
Pintersection non vide de p intervalles fermés de R dont P'un au moins est borné et en déduire que I est
un intervalle compact de R.

b. Montrer qu'on peut choisir A de telle sorte que :
Pouridelap, b; + hu; € [0, 1] et 'un au moins de ces p nombres vaut § ou 1.

c¢. En conclure que & possede la propriété &, .

3. Onsupposeg > 1. i
a. Montrer que & possédela propriété &, .

b. Montrer qu’il existe un vecteur V non nul, contenu dans la direction de &, dont g — 1 composantes d'in-
dices arbitrairement choisis, les ¢ — 1 derniéres par exemple, sont nulles. (CGn pourra considérer.
Pintersection de la direction de & avec le sous-espace engendré par les p — g + 1 premiers vecteurs de
la base canonique de R?).

¢. Onsuppose que & posséde la propriété &, avec 1 < m <q.

En utilisant une droite passant par un point C bien choisi dans & et dirigée par un vecteur V bien choisi
dans la direction de &, montrer que & posséde la propricté &, .

1. Conclure.
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4. Exemple : onprend p = 4, g = 2 eton donne le tableau T :

0,1 01 -2

0,4 2 1

03 | —-11|-3 a E

06| 2| 4 | | é

La premiére colonne contient les coordonnées de B; les deux autres contiennent les composantes de deux
vecteurs formant une base de la direction de &. Par modifications successives du contenu de T, construire
un tableau T' contenant dans sa premiére colonne les coordonnées d'un point de & prouvant que F
possede la propriété &,. On se bornera a fournir les principaux tableaux intermédiaires en expliquant
brievement le passage d'un tableau au suivant. : '

5. Application : soit k un entier, k > n. Vy, V,, ..., V, sont kvecteurs de E, formant un systeme de rang 71;
W est également un vecteur de E. .
On désigne par & la partie de R¥ constituée des k-uplets de réels (X, X3, oy X telsque:
X Vy+ NV, + o+ V=W,
a. Montrer que & est non vide.

b. Dans le cas ot W est nul, montrer que & est un sous-espace vectoriel de R et réciser sa dimension. On
13 A ! = I . :
pourra utiliser lapplication ¢ de R* dans Equi,a(x, X%, .., %) associe x, Vy + 5V, + o+ V.

¢. Dans le cas général, montrer que & est un sous-espace affine de R k,

d. On suppose que % contient un k-uplet de réels appartenant tous a Pintervaile [0, 1]. Montrer quil
contient aussi un k-uplet de réels de [0, 1}, n d’entre eux, au plus, étant différents de O et 1.
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Majoration en norme d’une somme de vecteurs

A, Vecteurs de somme nulle.

1. Un exemple : on désigne par z,, Z,, ..., Zo les racines, dans le corps des complexes, de I'équation

2% — 1 = 0. Pour ¢ variantde 1 2 9, on associe & z, son image M, dans le plan complexe.
"
a. Montrerque z, + z, + ... + zo = 0.

b. Placer les points M, , M,, ..., M, sur une figure.

¢. Déterminer une permutation o des neuf premiers entiers telle que, pour tout entier & compris

i=k ___, !
Z OMOU‘)E

j=1

entre 1 et 9, on ait : < 2.

Dans la suite, V,, V,, ..., V, sont pvecteurs de E formant un systeme de rang 7 et tels que:

YV, H VoV, = 0

P

On rappelle que dim (E) = n.
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Dans les trois questions suivantes, on se propose de géndraliser cette propri€te et on suppose
p>Zn+ 1.

. On désigne par &' la partie de R” constituée des p -uplets de réels (x,, ..., x,) vérifiant :

(8]

Vi+ .+ xV, =0

x+..t+tx,=n+l

a. Montrer que &' contient un p -uplet dont tous les éléments sont dans [0, 1].
b. Montrer que &' est un sous-espace affine de 8. Quelles sont les dimensions possibles de S

c. Montrer que &' contient un p -uplet (a,, ..., a,) de réels appartenant a [0, 1], dont 2 + 1 éléments,
au plus, sont différents de 0 et 1, et que dans ce p -uplet, I'un des éléments au moins vaut 1.

Pour alléger les notations, on suppose dans la suite que o, = 1, ce qui revient a faire une permutation
sur la liste des vecteurs initaux (V,, ..., V,).

4. a. Montrer qu'il existe des réels B,, ..., B,-, appartenant a I'intervalle [0, 1] tels que :

By Vi+ .+ B, Vo =V, + .+ V
B, + ..+ B, =n+ 1.

On pourra chercher les §;sous laforme §; = {1 — A) a; + A, ou A estunréel.

b. Justifier brizvement qu’il existe des réels v,, .., v, appartenant a l'intervalle [0, 1], T'un au moins
valant 1, tels que :

g p-1

WV Ly, Ve =V L+ Y
1 e Ty, =+l

5. Montrer qu'il existe une permutation @ des p — 1 premiers entiers telle que :
” .‘/:p(l) + qu(Z) +ot V(p(p—Z) H sne Sup H \’]i “ .
- 1<igp
On ne demande pas d’expliquer la suite du processus, qui permettrait, par composition des permutations
utilisées, d’obtenir une permutation o des p premiers entiers telle que, pour tout entier k entre 1 et p,
onait :
i Vo * o Vo I <n- Sup |V,

1<igp

B. Cas général.

Lasomme$§ = Vl + ... + V, estquelconque.

1. Silesysteme (Vy, ..., V,) est encore de rang n, exhiber un"systéme, simple, de rang n, & (p + 1) vecteurs,
auquel on pourrait appliquer 'étude du A. précédent. On ne demande pas comment il faudrait adapter
cette étude pour obtenir une permutation o des p premiers entiers telle que, pour tout entier kentre 1 et
p, on ait :

| Vouy + o+ Vol SIS+ 1 Sup |V,

1€i<p

2. Silevarg dusysteme est strictement infévicur 4 1, le résultat précédent est-il encore valable 7
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Parties convexes

Le produit scalaire de deux vecteurs UetvdeEestnotéu- v.

On désigne toujours par 7 la dimension de E. On munit E de sa structure canonique d’espace affine; un
élément de E peut donc éire considéré soit comme un point, soit comme un vecteur. On rappelle que la

distance du vecteur i ala partie & non vide de E est la borne inférieure de I'ensemble { | u— v, vel.
On considere une partie convexe non vide % de E. On suppose @ distincte de E; on sdmettra qu'il en

résulte que 'adhérence % de E est également une partie convexe de E, distincte de E.
1. Montrer qu'il existe un élément « de E dont la distance 4 2 @ est stricternent positive.
2. i étant ainsi choisi, montrer qu'il existe v, appartenant P telque| vy — ul = d.

3. On suppose qu'il existe un élément v'de @ tel que (v — v) - ('~ vy) > 0. ,
Montrer Pexistence d’un réel . apparienant 3 lintervalle 10, 1] tel que [[¥p +A (V= ) —ull < 4.
On pourra étudier, au voisinage de 0, la fonction qui, au réel A, associe | v, —u + A (V= )]

En déduire que, pour tout élément v'de @, ona (v~ vo) + (1 = Vvg) < 0.

4. Wontrer qu'il existe un vecteur 5 de E, non nul, et un réel p, tels que, pour tout élément v de ¥, on ait
ves € . ‘ :

iy
Modification de 'ordre des tenmes d’une série semi-convergente

Dans cette partie, on consideére une suite (V) de vecteurs de I'espace normé E telle que la série de
terme général V, soit convergente.
1. U estun vecteur fixé de E.
. Montrer que I'application de E vers R qui 2 V associe le produit scalaire U - V est continue sur E.
b. Montrer que la série de terme général (réel) U - V, est convergente.

2. Montrer que Pensemble G des vecteurs U de E tels que la série de terme général (réel) U - V| soit
convergente est un sous-espace vectoriel de E.

Jusqu’a mention du contraire, on suppose que G est réduit au vecteur nul.

3. Soit p, un entier positif ou nul. On désigne par &, I'ensemble des vecteurs de E qui sont combinaisons
linéaires, a coefficients dans I'intervalie [0, 1], de vecteurs V, d'indice k 2 pg:

14
Cgpo= Z Ckvk I p > p() et* POUF p() < k S P5 Ck & [O’ 1] .
k=pqy

a. Montrer que %’,,“ est convexe.

1

b. Soit U un vecteur donné de E. non nul. Montrer qu'a tout €ntier p & p,, on peut associer un vecteur W,
de %, telque:
[ 1
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4. Montrer que la suite (1'V

M )p;p est bornée (p, désigne toujours un entier positif cu nul). On pose:

Mipg) = sup {h\/pl}'

PE Ry

Montrer que lim A{p,) = 0.

[)0-—'+cc

Lasuite (A (py)) PyEN est-elle monotone ?

. Soit T un vecteur de E. Le but de cette question est de montrer qu'il existe une bijection y de N dans N telle
+

que la série de terme général V) soit convergente, avec kzo Vw =T

Soit p un entier supérieur ou égal 4 1.Si(aq, b) € N?,onnotela, b} = {m EN:a < m <b}.
On suppose qu'on a défini une application 6 strictement croissante de [0, p] dans N et une injection ¢ de
[0, 8 (p)} dans N telles que, pour tout entier k ('l en existe) vérifiant 6 (p — 1) < k < 8(p) onait :

7= 5, Voo | <t0n = 2000 .

8(p}

On suppose aussi : I’ r - 'Zo Vi
=

l S{n+ A (p).

Enfin, onnote & limage de{0, 8 (p)j par v et on suppose que 0, 1,..., p appartiennent a 7. Gn pose :

" el
r- ')—‘0 Vo = I
in

Pour p = 1, 0 et vérifiant ces propriétés existent effectivernent; on Fadmettra,

a. Montrer qu'il existe un entier g, des entiers ¢,, ..., £, tous différents n'appartenant pas a & et des
A

q
réels e eees Xe, appartenant a 'intervalle {O Itelsque T') = x,V,, le nombre de coefficients x,,

P=1]

différents de 0 et 1 étant inférieur ou égal 2
b. On note s le nombre des entiers ¢; tels que x, =1 etonpose 8 (p + 1) = B8 (p) + s+ 1.8i sest non
!
nul, on suppose en outre que ¢y, ..., £, ont €t€ ranges de sorte que X == X = 1 et on prolonge ¥ en
A

posant Y (B (p) + 1) = ¢, ..., v (6(p) + 3) = /,; montrer que, si ¢y, ..., £; ont €té convenablement
rangés,ona, pourtoutkdelas:

| i)tk s 0(p)+ & }
} Vit fl sl 2 Ve |+ oak(p); “ r- 5 Vg ; < 2T, 1|+ 2nh (p)
i=0(p)+ 1 i=1 i=8(p)+1 |
et
1 B(p)+ k

”r— YV I'<(4n+'2);\(p).

=0

c¢. On prolonge Y en prenant pour ¥ (8 (p + 1)) le plus petit entier tel que ¥ soit injective. Montrer que les
propriétés supposées vérifiées par 6 et au rang p le sont aussi par leurs prolongements aurang p + 1.

d. Conclure briévement.

.
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6. On suppose dans cette question que G n’est pas réduit au vecteur nul et on désigne par G* son supplémen-
taire orthogonal.

Pour tout entier p, on définit les vecteurs V, et V), par:
= ' n [— 1 1
V,=V,+ V., V,eG, V,EG*’.

a. Montrer que la série de terme général (réel) [ V), | est convergente.

On admet alors le résultat suivant : pour toute bijection ¢ de N dans N, la série de terme général Vi,

Vil — 1]
est convergente et . Vo = '>_'0 V.
P= p=

b. Montrer que la série de terme général V), est convergente.

¢. Soit & Pensemble des vecteurs It de E tels qu'il existe une bijection ¢ de N dans N pour laquelle 1a série
de terme général V,,, est convergente, de somme T.

Montrer que & est un sous-espace affine de E. Préciser sa direction.
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