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- Le probleme a pour objet d'étudier certaines propriétés et certaines utilisations de la transformation de
. ! Laplace. ‘

& désigne I'ensembile des applications f de [0, +[ dans C..
+ o

P " Pour tout f€ &, onpose F(z) = J e”* f{#) dt eton note .57, lensemble des z € C tels que F(z)

Y
soit une intégrale absolument convergente.
F désigne I'ensemble des f € & telles que S # D,

- ~ Pour f& F, F sappelle transformée de Laplace de [ etonnote F=2.

Les parties 1 er IV sontkindépendantes.

Dans cette partie, on se propose d’expliciter les transformées de Laplace de certaines applications f.

La. Soit f& Z. Montrer quesi z, = x, + iy, appartient & S, 1l en est de méme de tout z = x + iy tel
que x 2 x,.

-

n B
- b. Soit z, = x, + iy, € 5. Pourtout n € N, onpose F,(z) = J. e” " f(t)dr. Montrer que la suite de
' 0

fonctions (F,) converge uniformément vers F dans le demi-plan IT, ~défini par:

M, ={z=x+1iy, x> x}.

En déduire la continuité de F dans ce demi-plan.

< 2. Soit n € N.. On suppose dans cette question que f(z) = ¢.

- G. Montrer que . estl'ensemble des z = x + iy telsque x > 0.

b. Pour tout z € .57, expliciter F (z).
. .

— 3. Soit n € N et @ € C. On suppose dans cette question que f(1) = 1" e«
¢ a. Déterminer .57

- b. Pourtout z € ., expliciter F(z).

4. Soit n € N, a € C et o € R. On suppose dans cette question que f(£) = ¢ e~ vt |
. a. Déterminer .&7;.
~ b. Pourtout z € .9, expliciter F (z).

¢ Endéduire I'expression, lorsque z € 5, des intégrales :
+ 0 + o
I(,=j e “cosmtds Iy =J e" “sinwedr
¢ ¢

+ oo + oo
I, =f te"“cosmrdt T, =f te”¥sinwedr.
( . ( _
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Dans cette partie, on se propose d’établir certaines propriétés de la transformation de Laplace.
1. Soit f & # continue sur [0, + [ etsoit s €%, et a > 0. Montrer que:
.

+ 0 4
F(s+ a = af e % g(t)de ou,pourtout ¢t € [0, + o, g(t) = J- e flu)du
0

0

_ 2. Sous les mémes conditions, montrer que, si pour tout n € N* F (s + na) = 0, alors on peut établir
successivement les résultats suivants : P

! 1
~ a. Pourtout n € N, f g < - 2;) u"du = 0 (ou In désigne le logarithme népérien) .
0

b. Pourtout t € [0, + [, g(f) = 0.

3. En déduire que, si fE€ F est continue sur [0, + [ et telle que, pour tout z € &, (z) = F(z) =0,
alors pour tout ¢ € [0, + [, f(#) = 0.

4. Soit n € N* etsoit f € & vérifiant les trois conditions suivantes :

(i) f estdeclasse #" sur [0, + o[;

(i) pourtout k€ {0,1,..,n}, fR e F;

iii) pourtout k € {0, 1,..,n — 1} ettout z € i, lim e ¥ f* (1) = 0.
f

-~

n . t— + 0
Montrer qu’alors, pour tout z € 1.5, , onal'égalité:
k=0
n-1
G (z) = 2" %(2) — 3 zr k1 fRY(0).
K=o

m

Dans cette partie, on se propose, a I'aide de la transformation de Laplace, de retrouver certains résultats
classiques concernant les fonctions « gamma » (notée I') et « béta » (notée B) respectivement définies par :

+ o
I'(z) = J e”' " dt
0

B(a,B) = -ru“‘l(l —ub - ldu.

0

1. Montrer que l'intégrale T (z) converge absolument pour tout z = x + iy telque x > 0.

2. Pour tout réel s> 0 et tout réel k > — 1, exprimer, au moyen de la fonction T', Z(s) ou f(t) =
Comparer le résultat obtenu avec celui du L.2.

3. Déterminer 'ensemble des couples (o, f) de réels tels que l'intégrale B (a, §) converge.

4. g et h étant deux applications appartenant & & et continues sur [0, + [, on considere I'application f
définie sur [0, + o[ par:

s = [ gt ne= wau.

On peut démontrer, et on admettra, que, pour tout réel s tel que les intégrales %, (s) et %, (s) convergent
absolument, il en est de méme de I'intégrale £;(s) qui vérifie alors I'égalité :
£(s) = £,(5)- Z(s).
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En déduire les résultats suivants :

a. Pour tout couple (a, B) deréelstelsque a > 0 et g > 0, ona:

Blap) = LWL (B)

, IF'{a +B)°
b. Pour toutréel o telque 0 < a < 1, ona:

7 ,
B{a,1 —a)=T(a)T(1 - a).

5. Soit w la fonction périodique de période 25 définie, pour x €] — n, nt] par:

w(x) = cosa x

ou a estunréeltelque 0 < a < 1.

— a. Calculer les coefficients de Fourier de w .

n 1 + (_ 1)n+l
b. M =—+2 o 2
_ ontrer que . o a ngl n? — o2
- + ta—;l . lta—l + ¢-o .
< ¢. Montrer que B(a,1 - a) = fo T+ tdt’ puisque B(a,1 — a) = L B de.
T

d. En déduire que f(a)I‘(l -a)= Gnna

v

Dans cette partie, on se propose, a laide de la transformation de Laplace, de résoudre une équation
différentielle et un systéme différentiel. On pourra utiliser  cet effet les parties I et IL.

1. On considére I'équation différentielle :
(1) u”’—Su"+8u’—4u=ltcost
u'(0)=u(0)=u(0)=1.
Onpose U=2,.
- qa. Exprimer U (z) sous forme de fractions rationnelles en z.

b. En déduire la solution u de (1) sur R.

2. On considere le systeme différentiel :
2u" + Vv +2u=0
' W+ v+ v=90
(2) ]
u(0) = uy ER*, ' (0) = v(0) = v'(0) = 0.
On pose U;fu et V=2,
a. Exprimer U (z) et V (z) sous forme de fractions rationnelles en z.
b. En déduire la solution (u, v) de (2)sur R.

TMPRIMERIE NATIONALLE.



