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INTRODUCTION

En électronique, un élément & entrées et sorties multiples est appelé une boite noire. Du point de vue
mathématique, il peut étre représenté par une matrice. Le groupement de deux boites noires % et &, corres-
pondant a des matrices A et B, et branchées en paralitle, est €quivalent a une boite noire unique (¢, C).
Onnote C= A :B,etonditque C estlasomme parallele de A etde B.

Dans la partie I du probléme, on étudie P'application (A,B) — A:B.Onjy'intéresse, dans la partic II,
unc opération qui correspond, du point de vue physique, a la mise hors circuit de certaines parties d’un réseau
clectrique. La partie I est consacrée a des préliminaires.

NOTATIONS ET RAPPELS

Dans la suite, R est le corps des nombres récls, et C le corps des nombres complexes. On note R,
I'ensemble des nombres réels positifs ou nuls et, pour A € C, X est le nombre complexe conjugué de A.

On désigne par E un C-espace vectoriel hermitien de dimension finie non nulle 7. Le produit scalaire
de deux vecteurs x et y de E est noté (x| y). Lapplication (x, y) — (x| y) vérifie donc, pour tous
X,y,Z€ Eettous A,p € C:

LX) €Ry, et (x]x) = 0 sictsculementsi x = ().
Sl = ().
3 {x+ylz)=(x]2) + (y]2).

o

4. (x]y+2)=(x]y) + (x]2).
5 (hx|y)=2x(x]y).
6. (x|Ay)=2xr(x]y).

La norme d’'un vecteur x de E est définie par || x || = / (x| x)-

On note ¥* Tlalgebre des endomorphismes de E. Pour f, g € #, fg estle composé fog, im(f)
Fimage de f, et ker (f) lenoyaude f. Lanorme | f| de f est définie par:

1l =sup | P e B kg

I

Pour tout endomorphisme f de E, il existe un unique élément [* €2, appelé adjoint de f, et tel que :
(f1y) = (x| f*(y)
pourtous x, y € E. Onrappelle que (f*)* = f.

Un ¢lément de 2 est dit hermitien s’il est égal a son adjoint. On note # Pensemble des endomor-
+-hizmes hermitiens de E. On rappelic que, pour f€ 2, les conditions suivantes sont équivalentes



7. fe .

8. 1l existe une base orthonormée de E formée de vecteurs propres pour f, et toutes les valeurs
R propres de f sont réelles.

Un élément de # dont toutes les valeurs propres appartiennent a R, est dit hermitien positif.

g

On note ¥+ lensemble des endomorphismes hermitiens positifs de E.
Pour f, g € 37+, ondit que g domine f, eton écrit alors f< g, si g— fappartienta #*.

Si F est un sous-espace vectoriel de E, onnote F! Tlorthogonal de F dans E, et p' la projection
orthogonale de E sur F, autrement dit, la projection de E sur F parallelement a F*. On rappelle que pF
est un élément de J#*.

PARTIE 1

Dans toute cette partie du probléme, f, g et h désignent des endomorphismes de E. Les questions 1, 2 ¢t

3 soni indépendantes.

I Soient i le nombre complexe de module 1 et dargument —, et y, z des vecteurs de E. Exprimer les

produits scalaires :

oA

(fly + 2}y +2) et (f(y+iz)ly+ iz)
en fonction de :

(f1y),  (FlD12), (fnlz), (fz)ly).

b. En déduire que les conditions suivantes sont équivalentes :
(C,) festnul
(C,)  (f(x)| x) = 0 pour tout vecteur x de E. YL

¢. Prouver Péquivalence des conditions suivantes :
(Cy) fesw.

(Cy) (f(x)]x) €R pourtoutx € E.

d. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes
(C5) fesxt.
X (C,) (f(x)]|x) € R, pourtoutx € E.

2. Onsuppose que f € H#*.Soit x un vecteur de E vérifiant :
(f(x)]x) = 0.
Prouver que x € ker (f).
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k.

. L endomorphisme f €tant a nouveau quelconque, établir les égalités suivantes :

[im (f)]* =ker (f*), ker(f) = {im(f*)]*.

Dans cette question, on suppose que f, g, h sont des éléments de #*, et que A domine f.
q Ppose q 8 q

a. En utilisant les questions I.1.4. et L.2., prouver que :
ker (h1) C ker (f).

Déduire alors de la question 1.3. que :

im (f) C im (A). 5}6!

b. Vénfierque f+ g estun endomorphisme hermitien positif de E dominant f et g. En déduire que:
im(f+ g) =im(f) +im(g), ker(f+ g) = ker(f) N ker(g).

«. On suppose que [ est hermitien. Soient A, ..., A, ses valeurs propres. Etablir :
it

n

% -
11 ©Sup {1 (F(x) 1) Fxl = 1} = max {Ae|5 1 < & < n). € -

b. Onsuppose que g et h sont hermitiens positifs, et que A domine g. Prouver que :

lgl < | al. cSC -

PARTIE 11

Dans cette question, f estun élément de J#*.
a. Soit (e, .., ¢,) une base orthonormée de E formée de vecteurs propres pour f, avec les valeurs
propres Ay, .., A,
fled) = ke (1 £ k< n).
On définit un endomorphisme g de E par les formules :

1 :
gle) =0 si A =0, gle)= e s A # 0.
k

Prouver que g € #*, etque:
fg=gf=p™Y, im(g) = im(f).
b. Montrer quil existe un et un scul élément de &, que l'on notera f*, vérifiant les trois conditions
suivantes :
(1) [ e,
@) [f* = )= pmin
() im (/) = im (/). ESC -

¢. Montrer que ker (f*) = ker (f), etque (f*)" = f.

e

o Soit I un sons-espace vectorielde L Prouver que (pt) " = p*. ;



Dans toute la suite du probléme, pour f et g éléments de #*, onnote [: g lélément de & défini par :
fre=f(f+g’e
Il est précisé que l'on a, en général :
(ftegr#fr+g".

2. Soient f et g deséléments de Y.

o L.

a. Litablir Pidentité suivante :
frg=g:f+ pnUrtsig — gpmite,
b. En utilisant la question L.4.b,, prouver que :
frg=¢8:f
En déduire I'inclusion :
im (f: g) € im (f) N im(g).
¢. Soient x, y, z deséléments de E tels que:

x=fly) = gl2).
Vrifier que : o

x=(f:g)(y+ 2).
Lin déduire I'égalite
im(f:g) =im(f) N im(g).
3. Soient [ et g des cndomorbhismcs hermitiens positifs de E; et x unvecteur de E.
«. Onpose:
y=(+g"gx), z=(f+g"flx).
Vérifier Fégalite sutvante :
(£ () 1x) = U9 + (g(2)] 2). £3C
Lin déduire que f: g estun éldment de 2%,
b. Vértfier que :
(015 = () 1 x) + ((F + @ S f(). &3¢

En déduire que f domine f: g. Prouver alors, sans calcul, que g domine f: g.

I. Soient F et G des sous-espaces vectoriels de E. Etablir I'égalité suivante :
2 (pF: pb) = pFne, €yC .

5. Soient fet g des éléments de #*.

a. Soient x, y, z des vecteurs de E vérifiant :

x=y+z
Montrer que I'on a I'égalité suivante :
((7:0(x)1x) = GO 9) + (gD 2) = (£ + &) (8(2) = ) gl2) = F(0).
b. Pour x € E, onnote &:¢ I'ensemble constitué des réels de la forme :

(f)ly) + (g(2)]2)
avee v, z éléments de E vérifiant x = y + z.

Prouver que le produit scalaire ((f: g)(x)| x) est le plus petit élément de I'ensemble &/-¢. On pourra
pour cela utiliser les vecteurs y, et z, définis par:

Yo = (f+ @7 glx) + prrurei(x), zy = (f+ g" flx).
6. Soient f, g, h, k des éiéments de #*. En utilisant la question 11.5.5., ¢tablir les résultats suivants :
a. Sif< g, alors frh<g:h
b, (f:h)+ (g: k)< (f+ g :(h+ k).
o (i) h=f(g:h).
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PARTIE 111

- Soient f€ #* et F un sous- espace vectoriel de E. Vérifier que pF f* pF appartient a J#+.

Pour tout élément f de H#*, et tout sous- espace vectoriel F de E, on définit un élément de H, noté f.,
par la formule :

= (pFﬂim(f) (fA)mem(f))A_

Solent f€ #* et F un sous-espace vectoriel de E.
a. En utilisant la question 1.2., montrer que:
ker ((f:)*) = ker (f) + FL .
En déduire que :
im(fz) = F N im(f).
b. Montrer que, siim (f) C F, ona =T

. Soient r un réel strictement positif, f unélément de #*, et F un sous-espace vectoriel de E.

da. Vérifier que : 1
(f rp )f FNim(f) (rp f)f Fhim{f) = pFﬂim(f) —_— (f rpl-‘)[)l"(‘lim(/').
4

b. En déduire que :

(f:rp") (f)N = pFnimin — — (f P*).
. Prouver Pégalité suivante :
S = (frrp") + '; (f:rp®) £
d. Lindéduire ;

lim  ff— (frrp") ] = 0,

r— + e

On munit 'ensemble #* de la relation d’ordre <. Soient f, g des éléments de H#*, et F un sous- espace
vectoriel de E. On désigne par . (f, F) Pensemble des éléments 4 de 7+ qui vérifient :

S f et im(h)CF,
En utilisant la question 111.3.d., établir les résultats suivants :
a. fp < f.
b. Sif< g, ona f < g etsi enoutre, im (f) CF, alors f< g,
. f estle plus grand élément de 'ensemble .# (f, F).

. Soient f et g des éléments de Ht, et F,G des sous-espaces vectoriels de E. En utilisant la

question IIL4.c., prouver les assertions suivantes :

da. fF + & < (f+ gk

b. ) (f) fno

¢ ( Yo = (p%) = pFnc.
d(f): (&) = (f):g = (f: ).

© NSoient fE€ 7Y et F un sous-espace vectoriel de E.

a. Prouver que :
FNim(f- f.) = {0}.
h. Soient g et h des éléments de X+ vérifiant les conditions suivantes :

f=g+h im(g)CF, FNim(h) = {0}.
Montrer que :

8=k, h=/f—f.



