deuxieme épreuve de mathématiques

Tout document et tout dictionnaire interdits.

L’usage des calculatrices de poche, y compris programmables et alphanumériques, d fonctionnement auto-
nome, non imprimantes, est autorisé pour cette épreuve conformément d la circulaire n° 86-828 du 28 juillet 1986.

La précision des démonstrations et la qualité de la rédaction seront des éléments importants d’appréciation.

PREMIERE PARTIE

Résolution d’une équation différentielle

Soit équation différentielle :
(Ey) 32+ x)y +(8x+3)y +2y=0

dans laquelle y désigne une fonction inconnue de la variable réelle x.

1.1. Rechercher pour (E;) une solution développable en série entiére autour de 0, et vérifiant la condition
y(0)=1.
On précisera l'intervalle I sur lequel la fonction f obtenue est solution de (E,).

1.2. Exprimer f a l'aide des fonctions usuelles. On remarquera que f est la restriction a I d’'une fonction
~x + (1 + x)° pour un choix convenable de a .

1.3. En exploitant les résultats précédents, déterminer toutes les solutions de (E,). On en donnera I'expression
au moyen des fonctions usuelles.
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DEUXIEME PARTIE

Comparaison d’une série et d’'une intégrale
Dans cette partie, (u,), < v désigne une suite de nombres complexes et (S,), < n désigne la suite de ses
sommes partielles :

Sg=0 Va,nz1, S,=ug+u +...+u,_,.

o«

On suppose dans les questions 2.1.22.4.que ) u, converge.

n=0

2.1. Prouver que, si une suite (a,), « y de nombres complexes est convergente, alors le rayon de convergence

aZ"

n!

o«
de la série entiere )

n=0

est + o,

En déduire que, pour tout x € R

«©

2

n=20

u,x" boi
"' et >
n: n=0

S,x"
;- convergent.

n:

’ : © S n
2.2. Onpose,pourtoutx ER, B(x)=¢e* Y ’,;)'c
n=0 N

Justifier la dérivabilité de la fonction B et prouver que I'ona:

B(x)=f et v Bl
0 neo !

2.3. Soit(a,),  » une suite de nombres complexes, convergente et de limite L. Prouver que 'ona:

. iy 5 B
lim [e "z_o n!] L.

xX —

a. Dans le cas L = 0 d’abord.

b. Etendre la propriété au cas L quelconque.

2.4. Prouver I'égalité :

) 3w [er T M

2.5. On suppose, dans cette question, lasérie ) u, divergente.

n=0

u,t
n!

o w© n
Prouver que l'intégrale J e’y d¢ peut cependant avoir un sens.
: 0 n=0

On pourra utiliser a cet effet une suite géométrique.
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La suite du probléme consiste 2 montrer par I'étude d’un exemple que, lorsqu’on connait une solution
d’une équation différentielle sous forme d’une série entiere :

-]
x — 3 ax"
n=0

admettant un certain rayon de convergence R, il peut se produire que, pour certaines valeurs de x supérieures

aR, l’intégralej ety

9 - n=20 n:

a,x"t"

ds converge et fournisse un prolongement de la solution initialement

obtenue.

TROISIEME PARTIE

Soit 'équation différentielle :
(E) 3(2+x)y" +(Ix+2)y +y=0

dans laquelle y désigne une fonction numérique inconnue de la variable réelle x.

3.1. Soit x, > 0 etsoient(y,, y;) € R? quelconques.

Justifier Pexistence et l'unicité d’'une solution f de I’équation (E) sur Pintervalle J0, «[, vérifiant les
conditions

flxo) = % fxe) = n:

3.2. Rechercher pour (E) une solution développable en série entiére autour de 0, et telle que y (0) = 1 .

o

OnnoteraF (x) = ° a,x" lasolution obtenue, dont on précisera le rayon de convergence.

n=0

3.3. Onpose pour tout x réel G (x) = ) a:l—f . Légitimer la définition de G et vérifier que G est solution

n=20

sur R de I'équation différentielle :

Ey) 3xy"+ (3x+2)y' + y=0.

3.4. Prouver quel'ona,pourtoutx € | — 1, 1],

QUATRIEME PARTIE
Etude d’une suite de fonctions

4.1. Montrer que 'application N, de R? vers R, définie par :
12
V(X,Y) € R?, N(X,Y)=<X2+%Y2>
est une norme sur R?

Dans toute la suite, si V = (X, Y) est un élément de R?, on utilisera les notations N (X, Y) = | V || ou
N{X,Y)= (X Y)].
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4.2,

43.

44.

5.1.

5.2.

A tout réel ¢ non nul, on associe I'endomorphisme L, de R* dont Ja matrice relativement a la base cano-
nique est donnée par :
_2 1
A= 3t 4 ).
1 0

Soit k un réel strictement supérieur a 7_5 . Montrer qu’il existe un réel ¢, strictement positif tel que :

Vtatzt()’ V(XsY)’ (X’Y)ERz, “LI(X7Y)"Sk“(X’Y)"

Dans les questions suivantes, k et £, sont fixés ainsi.
Soit V,, = (a b) un élément de R2. On lui associe la suite des fonctions (Z,), < x définies sur Iintervalle
[£,, + oo et a valeurs dans R?, par les relations suivantes :
ViE[t, =f, Zy (1) = Vg3 VnEN, Z,=(X,,Y,);
f 2 1
VnEN’ Vte[t()’oo[’ Xn+l(t)=a+ ——S—XX"(X)-‘-ZY"()\) d)"
fp
t
Yn+l (t) = b + J' Xn(x) d)‘ .

!0 ’

Prouver que, V¢, t = ¢, 1z, (e —Zy (O < k(t = 1) | Vo

etque¥n=1, Vi,tzt,  1Zui () -2 kf 1Z,(0) = Z,_y (V) ] dh.

En déduire que, V¢, t = t,,Vp EN,¥n EN, . n > p,ona:

n km — ()m
1Z,0- 7,011V § FEEAE

et que la suite Z, converge uniformément sur tout intervalle (%, 1], pour ¢, € ]t,, «[; on désigne par Z
sa limite.

CINQUIEME PARTIE

Effectuer dans (E1) le changement de fonction inconnue

y(x) = z(x)-exp (— —2{> .

On appellera (E2) I'équation différentielle obtenue, dont z est la fonction inconnue.

Soit I'équation (E3), dont I'inconnue est une fonction :

t — [);g;] de R** vers R?

) | [via] = o [300)

ol A (#) désigne la matrice définie en 4.2.
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5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

Soient £, > 0 et (a, b) € R Justifier I'existence et l'unicité d’une solution de (E3), sur lintervalle
10, oo satisfaisant aux conditions X (¢,) = a, Y (,) = b.

On reprend les notations de la partie 4. Montrer que, sur l'intervalle [,, + o[, la fonction Z est solution
de (E3).

En utilisant ce qui précéde, déterminer pour toute solution sur I'intervalle ]0, «[ de (E1) une fonction de
type exponentiel la majorant au voisinage de + . On commencera par comparer les solutions de (E2) et

de (E3).
Prouver que, pour x € [1, 2+ 2/2{, I'intégrale figurant dans I'égalité 3.4. a un sens.

Prouver que, pour tous x;, X, tels que 0 < x; < x, <2 + 2 /2, ilexiste 8 > 0,4, > 0,4, > 0,M,, M,
tels que :

, e '| G (xt)| <M, exp(—51)

Vx € [x), x)] 4
t, , e G"(xt)| <M, exp(—d1).

X, , Vit
Vx & lx,x], Yt

Prouver alors que :

%

v

x — j e ' G(xn)dt
0

est solutionde (E)sur] — 1, 2 + 2 /2.
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