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PREMIERE EPREU\(E DE MATHEMATIQUES

'Duréer: 6 heures

L'usage des calculatrices de poche, y compris programmables et alphanumériques, d fonctionnement auto-
nome, non imprimantes, est autorisé pour cette épreuve conformément d la circulaire n° 86-828, du 28 juillet 1986.

Notationé

Dans tout le probleme, on désigne par R le corps des nombres réels, par Z anneau des entiers,

par N 'ensemble des entiers positifs ou nuls, et par N* I'ensemble des entiers strictement positifs.

Pour tout entier n € N*, on note .#, la R-algebre des matrices carrées de taille # a éléments réels. Si A
est un €lément de .#,, la notation A = [q,,] signifie que g;; est le terme de la ligne d’indice i et de la colonne
d’indice j de A. On dit que A est nilpotente s'il existe un entier p € N* tel que A? = 0. La matrice A est dite
triangulaire supérieure strictesi a;; = 0 pour i > j. ‘ ’

Si E est un R-espace vectoriel, .# (E) désigne la R-algebre des endomorphismes de E, et id ; 'application
identique de E. Pour u, v éléments de .# (E), on note uvle composé u © v. Pour tout entier i € N, u‘est I'en-
domorphisme de E défini par la formule de récurrence u’*! = u'u, avec u® = idg. On dit que u est nilpotent
s’il existe un entier p € N* tel que u? = 0.

Si E est un R-espace vectoriel de dimension finie, sa dimension est notée dim E. Etant donnés un endo- i
morphisme u deE, et & une base de E, on désigne par Mat(u; &) la matrice de u dans la base &. -

11 est rappelé qu'un endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension finie n’admet pas nécessaire-

- ment de valeur propre. '
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PARTIE 1 T

1. Dans toute cette question, n désigne un entier stnctement posmf Pour tout élément A = [ J,. a;;}de #,, la
trace tr (A) de A est définie par:

tr (A) - z a;;.
. J =1
Onnote &, l’ensemble des matrices A € ., qui vérifient tr A)=0.

Ca f’rouver que 7, estun sous-espace vectonel de ./té’ Quelle est sa dlmenswn '7 7 :

) b. Sment A et B deux elements dc M, . Prouver que la matrice AB — BA apparhent as.

Sment E un R-espace vectoriel de dimension n, et % un endomorphlsme de E. Prouver que le nombre
e réel : :

P

tr(u) = tr(Mat(wé"))

Lo est indépendant dela base & de E choisie pour le définir. Ce nombre réel sera appele la trace de Iendo-
B i morphlsme u : , <7 7)

’ c. Pour ietj éléments de I'ensemble {1, 2, ..., n}, on noteM la mamce de M, dontle terme de la hgne
&« . - dindice i et de la colonne d’indice j est egal a1,lesautres termes de M;; étant nuls

Soxentz et ] des entlers distincts de l’ensemble {1,2,. } Calculer les matrices :
M; M - M, M et M,,M - M;;M,;;.

| d Soit @ une forme linéaire sur le R-espace vectoriel ., vérifiant:

' | ¢(AB) = ¢(BA)

pour toutes matrices' A et B de &, . ' ‘

Montrer qu’il existe un nombre réel A tel que:

@ (A) Ar(A ? ESC

jpour toute matrice A € M, .

2. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie non nulle n, et u un endomorphisme nilpotent de E. - v

B a. Prouver qu@ u nest bas éurjectif. ' ESC 7 l .
a : .' o : '

“b. Soient H un hyperplan de E contenant l’unage de u, et & = (e, .., e, une base de E telle que
" (e, .- €, - 1) sOIt une base de H. : C

Que peut-on dire de.” Mat(u; &) ?

'En raisonnant par récurrence sur la valeur de lentier n, prouver qu’11 existe une base # de E telle que
 Mat(u; ) soit tnangulalre supérieure stricte.

]

c.-Montrer que’ona tr{u?) = 0 pour tout entier p € N*.-




3 Sment E un R-espace vectonel de dunensxon ﬁme non nulle n, et ¥ un endomorphlsme de E tel que 4
tr( uP) = 0 pour tout entier p € N*."

a. Prouver que u n’est pas surjectif (on pourra utiliser le théoréme de Cayley—Hamjlton). (’? ) '

. b. En ralsonnant comume dans la question 12. b., montrer qu’xl exxste une base é" de E telle que Mat(u; &) -
soit tnangulalre supérieure strlcte

e

¢. Prouver que 'endomorphisme u est nilpotent.

]

@ 4. Enoncer le résultat démontré dans les questions 1.2, etl3.

;o | , ' ~ PARTIE II
Siu et v sont deux endomorphismes d’un R—espéce vectoriel, on pose :

[u, v]=uv— vu.

On appelle quaterne tout quadruplet Q=(u,v,w E) ot E est un R-espace vectoriel de dlmensmn finie
non nulle, et ou 4, v et wsont des endomorphismes de E venﬁant :

, _ . ‘ Cu,vl=2v, [, wl=-2w, [v,w=u

L Deux quaternes Q =(u, v, w,E)et Q" = (v, v/, w', E') soht dits équivalents s’il existe des bases & et
&' de E et E' telles que: ‘ o

Mat(u'd’). = Mat(u'; &), - Mat(v; &) = Mat(v”;'é’”)‘, _Mat\(w;é’) = Mat(w'; &').
> .  SoitQ = (u,v,w , E) un quaterne. ‘ T ’
' Onnote 7~ (Q) 'ensemble {u, v, w}. .

On dit qu'un sous- espace vectoriel F de E est 7~ (Q) stable si f ( ) € F pour tout vecteur x € F et tout.
€lément f € 7 (Q). S’il en est ainsi, et si F est non réduit a { }, on définit un quaterne Qp = (ug, vg, wg, F)en
notant respectivement ug, vi, wg les restrictions de u, v, w aF.

Le quaterne Q est dit irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels 7~ (Q)-stables de E sont {0} et E.

1. Soient r-un entier. stnctement positif, - E un R-espace vectonel de dlmensmn r, et 6’ (e, .., €,) une
base de E,. On définit des endomorphlsmes u,, v,et w,de E, parles formules sulvantes

u(e)=(r—2i+1)e pour 1<i<nr 7
;o Covie)=0, et vie)=(i—-1)(r—i+ 1),y pour 2<i<r
‘w(e)=10, et wi(e)=¢,, pour 1<i<r—1.

a. Prouver que Q" = (u,, V,, w,, E,) est un quaterne.

b. Soit x un élément non nul deE,. Montrer qu’il existe un entler s € N tel que Ie vecteur (w,)* (x) soit non
nul et colinéaire a e, .

Y En déduire que le quaterne Q' estirréductible.
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S
2 Soient f g, h des endomorphismes d’un R-espace vectoriel. Etablir la formule : N

[f%][fdh+ﬂfﬂ

» 3. SoitQ=(u,v, w,E) un quaterne.
N
a.. Montrer que pour tout entier p € N*ona:

[u, P} = 2pv?, [u,wP] = — 2pwP.
b. En déduire que v et wsont des endomorphismes nilpotents de E. 7.

c. Pour p entier strictement positif, établir les formules :
vl == plu—(p- idg)ve ™', [wwi = plu+(p- 1)idg)w? ™"

4. Soit Q = (u, v, w; E) un quaterne. On note 7 le plus petit entier strictement positif tel que v" = 0 (un tel
entier existe d’apres la question I1.3..). ‘ :

a. Soit zunvecteurde Etelquey = v'~ !'(z) soit non nul. Montrer que

v(y) =0, u(y)=(r—1)y.

b. Pour tout entier p € N*, on pose:
o x,=wr~ 1 (y).
Montrer que, pour tout entier p € N* ona:
u(x,) =1(r- 2p+ 1)x

Prouver qu'il existe s € N* telque:

p* "
x,#0, et x,=0 pour k> s l€8a7

¢. Soitp un entler supeneur ou égal a 2. Montrer que:
vix,) =(p- Dr=pt1x,

d. On note F le sous-espace vectoriel de E engendre par les vecteurs x;, Xp, -, X5 ot s est lentier définiala
question IL. 4.b. B :

Prouver que F est de dimension s et est 7 (Q)-stable.
____——’
esc?
e. Montrer que la trace de la restriction de u aF estégalea:
s(r—s). '

" En déduire que s = r, puis que le quaterne Qg = (ug, vp, wg, F) est équivalent au quaterne Q" défini a
la question IL.1. '

f. Que peut-on dire si le quaterne Q est irréductible ?
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PARTIE TI1

1

“Pour tout R-espace vectoriel E, on désigne par E* I'espace vectoriel dual de E. Si f € E*, etsix € E,on

note < f, x> pour f(x). Pour u € £ (E), ‘u désigne Pendomorphisme transpos€ de u. Pour tout entier p € N,
les endomorphismes (' u)? et ‘(1) sont égaux; on les notera ‘u”. Si G est un sous-espace vectoriel de E*, lortho-
gonal G+ de G est le sous-espace vectoriel de E constitué des vecteurs x € Etels que < f, x> = 0 pour tout
feG. : ' : ,

1. SoitQ = (u, v, w, E) un quaterne. Prouver que  Q* =(— 'y, — 'y, —'w, E*) estun quaterne.

2. On reprend dans cette question les notations de la question I1.4.: Q = (u, v, w, E) est un quaterne, r est le

plus petit entier strictement positif tel que v" = 0, z est un vecteur de E tel que y = v"~ ! (z) soit non nul,
et F est le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs x p= WPl (y)pour1 < psr.

‘De plus, on note Q% le quaterne (— ‘u, — ‘v, —'w, E¥), et on fixe un élément 4 de E* tel que

<h,y> =1.0n pose g = y"~1(h), et on note G le sous-espace vectoriel de E* engendré par les
vecteurs f, = (= 'w)?~ ! (g)pour1 < p <r. ¢ . -

a. Vérifier que g est non nul. Prouver que F est 7 (Q)-stable, que G est 7 (Q*)-stable, et que les quaternes
Qp et Qz sont irréductibles et équivalents.

b.-Soient k et p des entiers de 'ensemble {1, 2, ..., r} . Etablir les formules :

<o X1 > = (- 1)"_'«’—"1)’)2,j <fx,>=0 si p+k>r+1.
c. Prouver que l'orthogonal G de G est 7~ (Q)-stable, et que c’est un supplémentaire de F dans E.

d. Montrer qu’il existe un entier s € N* et des sous-espaces vectoriels non nuls F, ..., F, de E vérifiant les
conditions suivantes : ‘ .

. E=F ®F,®.®F,.

ii. Pourl <i<s, F est7 (Q)-stable.

iii. Pour1 < i< s, le quaterne Qp est irréductible, et équivalent au quaterne Qr", ou r; estla dimen-
- . : N

- siondeF;.
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- 3..S0itQ = (u, v, w, E) un quaterne. On considére déux décompositi’o}ls: ‘
| ' E=F ®F,®.@®F=F@®F®.0F,

1

ou F, .., F, F), .., F; sont des sous-espaces vectonels non nuls et 7~ (Q)—stables de E les quatemes .
QF], ey Qp , QF,I - QF,, étant 1rreduct1bles

Pour tout entier i € Z, on note U, le sous-espace propre de u pour la valeur propre i .

a. Prouver que la dlmenswn de U (resp. U,) est égale au nombre d’mdlces i tels que F; soit de dimension
“impaire (resp. paire). ' :

En déduire que s = ¢.

v

; '
b. Pour tout entler k € NF, soit 7 % , le nombre d'indices i tels que F soit de dxmensxon k. Etabhr la formule ;
dlmUk_, - dlmU,\+|

En déduire qu'il existe une permutatlon o de I'ensemble {1,2, .., s} telle Que, pour I € i < s, les qua-
ternes QF et QF, soiént équivalents, o :
o i)

§

ol

PARTIE IV

Dans toute cette’partie, Q = (u, v, w, E) est un quaterne. On désigne par F, ., F, des sous—espaces
vectonels non nuls de E, 7~ (Q) ~stables, venﬁant E=F, @ . ® F,, et tels que les quatemes QF 1 <i<s,
soient irréductibles. :

Onnote @ la sous-algébre de & (E) constituée des enddmorphismes 6deE dui vériﬁent :
| [u, 0] = [v, 8] = [w,0] = 0. |

1. Montrer que si Q est irréductible, ona ¥ =R idg .

2." Soient 8 un élément de @, et i un entier appartenant a{1, 2, ..., s} .

- Prouver que 6 (F) est un sous-espace vectoriel 7 (Q)-stable de E. Montrer que si 0 (F,) est non nul, les
‘quaternes QF -et Q9 F) sont équivalents. :

N

3. On définit un endomorphisme AdeE pér la formule : o
‘ A=u?+2vw+2wy.
a. Soient J un entier appértenant afl,2,..,s}, et x un vecteur de F ;- Prouver que'ona:
A (x) = ((dim E)? - 1)
En déduire que A est un element de ? :

b. On suppose dans cette question que les dimensions des'F;, 1 < i < s, sont deux a deux distinctes.
’ Soient 6 un'élément de #, et i un entier appartenant & {1, 2, ..., s} . Montrer que 8 (F,) C F, . En déduire
« quel'espace vectoriel & est de dimension s. o :

¢

4. Donner un exemple ou % n’est ni de dimension 1, ni de dimension s.




