
201 Déterminants, applications. 2013 ´ 2014

Pre-Requis :
Espaces vectoriels sur un corps K, dimpEq “ n , applications linéaires, multilinéaires, Matrices, permutation d’un ensemble fini.
Notations :
E un espace vectoriel sur K commutatif et de caractéristique différente de 2.
B “ pe1, e2, ..., enq une base de E, u P LpEq et M PMnpKq

Pour tout j P t1, .., nu : Dpλi,jq1ďi,jďn de K tels xj “
n
ÿ

i“1
λijei et Dpai,jq1ďi,jďn de K tels upejq “

n
ÿ

i“1
aijei et M “ pmi,jq1ďi,jďn

I Définitions

Théorème : L’ensemble des formes n-linéaires alternées sur E est un K-espace vectoriel de dimension 1.
Pour toute base B de E, il existe une unique forme n-linéaire alternée sur E valant 1 sur B
Définition : Cette unique forme n-linéaire alternée est appelée Déterminant dans la base B : detB

Définition 01 : Déterminant d’une famille de vecteurs

Famille de vecteurs : detBpx1, x2, ..., xnq “
ÿ

σPσn

εpσqλσp1q1...λσpnqn

Endomorphisme et matrice : detBpuq “ detBpupe1q, upe2q, ..., upenqq et detpMq “ detpC1, C2, ..., Cnq

Théorème 01 : Déterminant d’une famille, d’endomorphisme et d’une matrice

Si M est la matrice de u dans la base B alors detBpMq “ detBpuq

Proposition 01 : Matrice d’un endomorphisme

B1 “ pe11, e
1
2, ..., e

1
nq une autre base de E :

detB1px1, .., xnq “ detB1pBqdetBpx1, .., xnq

Proposition 02 : Relation de Chasles

II Propriétés

Une famille px1, x2, ..., xnq est libre si et seulement si detBpx1, x2, ..., xnq ‰ 0

Exemple : Montrer que la famille pp1, 1, 0qp4, 1, 4q, p2,´1, 4qq est une base de R3

Propriété 01 : Famille libre

Notations :pu, vq P pLpEqq2, pM,Nq P pMnpKqq
2, ϕ P autpEq, P P GLnpEq.

Pour les endomorphisme Pour les matrices
1q detBpupe1q, .., upenqq “ detB1pupe

1
1q, .., upe

1
nqq

2q detpIdq “ 1 detpInq “ 1
3q detpλuq “ λndetpuq detpλMq “ λndetpMq
4q detpu ˝ vq “ detpuq ˆ detpvq detpM ˆNq “ detpMq ˆ detpNq
5q u inversible ô detpuq ‰ 0 et det(u´1qq “ pdetpuqq´1 M inversible ô detpMq ‰ 0 et detpM´1qq “ pdetpMqq´1

Théorème 02 : Déterminant d’un endomorphisme ou d’une matrice
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III Calculs pratiques et exemples

Prop : detBpx1, .., xi, .., xnq “ detB

˜

x1, .., xi `
n
ÿ

1ďj‰iďn
ajxj , , .., xn

¸

Ligne Colonne

detpMq “
n
ÿ

j“1
p´1qi`jmijdetpMijq detpMq “

n
ÿ

i“1
p´1qi`jmijdetpMijq

où les Mij sont les mineurs de la matrice M .

Méthode 01 : Développement suivant une ligne ou colonne

detpMq “
n
ź

i“1
aii

Méthode 02 : Matrice triangulaire

Soient A, B, C et D des matrices carrées d’ordre n :

det

ˆ

A C
0 B

˙

“ detpAq ˆ detpBq

Exercice : Trouver pour quelles conditions det
ˆ

A C
D B

˙

“ detpAB ´DCq

Méthode 03 : Matrice triangulaire par blocs

1. Vandermonde :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xn0 xn´1
0 . . . x0 1

xn1 xn´1
1 . . . x1 1

xn2 xn´1
2 . . . x2 1

...
...

xnn xn´1
n . . . xn 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ź

1ďiăjďn
pxi ´ xjq

Exemple classique

IV Applications
IV.1 Algèbre

Specpuq “ P´1 pt0uq avec P “ detpu´ λIdq

Exemple : Déterminer les valeurs propres de M “

¨

˚

˚

˝

0 1 0 0
3 0 2 0
0 2 0 3
0 0 1 0

˛

‹

‹

‚

Application Algèbre 01 : Réductions des endomorphismes
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Si le système linéaire AX “ B est de Cramer (detpAq ‰ 0) alors xi “
detpC1, C2.., Ci´1, B,Ci`1, .., Cnq

detpAq

Exemple : Résoudre

$

&

%

3x´ 2y ` 4z “ ´7
5x` 7y ´ 3z “ 16
x` y ´ z “ 6

Application Algèbre 02 : Système de Cramer

Pour toute matrice M , detpMqIn “M ˆt CompMq

Exemple : Inverse de M “

ˆ

a b
c d

˙

“
1

ad´ bc
ˆ

ˆ

d ´b
´c a

˙

avec ad´ bc ‰ 0

Exemple : Calculer l’inverse de M “

¨

˝

´3 5 6
´1 2 2
1 ´1 ´1

˛

‚

Application Algèbre 05 : Inverse d’une matrice

Si on note fpzq “ anz
n ` ... ` a0 et gpzq “ bmz

m ` ... ` b0 alors on note résultant de pf, gq ou déterminant de
Sylvester, le déterminant de la matrice carrée de taille pm` nq :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

an 0 0 bm 0 0
an´1 an bm´1 bm
... an´1

. . .
...

... bm´1
. . .

...

a0
... an b0

... bm
0 a0 an´1 0 b0 bm´1

0
. . .

... 0
. . .

...
0 0 a0 0 0 b0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Théorème : Un polynôme f P CrXs de degré ě 2 possède une racine multiple si et seulement si

Dispfq “ p´1q
npn´1q

2
Respf, f 1q

an
“ 0

Exemple : Discriminant de fpzq “ az2 ` bz ` c et de fpzq “ z3 ` pz ` q

Application Algèbre 06 : Résultants et discriminants

Développement

http://vincentobaton.fr -3-



201 Déterminants, applications. 2013 ´ 2014

IV.2 Géométrie

1. Produit mixte : Dans R3, detpÝÑu ,ÝÑv ,ÝÑw q “ rÝÑu ,ÝÑv ,ÝÑw s “ pÝÑu ^ÝÑv q.ÝÑw .
2. Calcul d’aire et de volume :Dans R2, detpÝÑu ,ÝÑv q est l’aire du parallélogramme engendré par les deux vecteurs.

Dans R3, detpÝÑu ,ÝÑv ,ÝÑw q est le volume du parallélépipède engendré par les trois vecteurs.

3. Colinéarité : u et v colinéaires ô @pi, jq P t1, .., nu2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xi yi
xj yj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0

4. Points alignés :A0px0, y0q, A1px1, y1q et A2px2, y2q sont alignés si et seulement si

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x0 x1 x2
y0 y1 y2
1 1 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0

5. Points cocycliques :Mpx, yq appartient au cercle circonscrit à A0px0, y0q, A1px1, y1q et A2px2, y2q si et seulement
si

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2
0 ` y

2
0 x0 y0 1

x2
1 ` y

2
1 x1 y1 1

x2
2 ` y

2
2 x2 y2 1

x2 ` y2 x y 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0

6. Orientation de l’espace : La relation R définie dans l’ensemble B des bases de E, en posant :
BRB1 ô detBpB

1q ą 0 est une relation d’équivalence et B{R est de cardinal 2.

Application Géométrie 06

IV.3 Analyse

Soient U et V deux ouverts de Rn, ϕ un C1-difféomorphisme de U dans V et Jpϕq le jacobien de ϕ. Si f : V Ñ R
intégrable, alors pf ˝ ϕq|Jpϕ| est intégrable sur U et :

ż

V

fpvqdv “

ż

U

fpϕpuqq|Jpϕqpuq|du

Exemple : Intégrale de Gauss :
ż `8

´8

e´x
2
dx “

?
π

Application Analyse 07 : Changements de variable

Soit ty1, y2, .., ynu une famille de n solutions de l’équation homogène pEq : anypnq ` ...` a0y “ 0.
On dit que la famille ty1, y2, .., ynu est un système fondamental de solutions de pE1q si ty1, y2, .., ynu est une base de
l’espace vectorielle des solutions de pEq.
Théorème :
ty1, y2, .., ynu est un système fondamental de solutions de pE1q si et seulement si il existe t0 P I tel que :

W pt0q “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

y1pt0q . . . ynpt0q
...

...
y
pn´1q
1 pt0q . . . ypn´1q

n pt0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

‰ 0

et
W ptq “W pt0qexp

ˆ

´

ż t

t0

an´1psq

anpsq
ds

˙

Exemple : Résolution de y2 ` tanxy1 ` 2y “ 0

Application Analyse 08 : Equations différentielles
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